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Pratarme

Analizuodami surinktus duomenis, medikai-tyréjai, biologai ir kity biome-
dicinos moksly atstovai tiria gausig informacija. Surinktiems duomenims
apdoroti taikomi ne tik standartiniai, bet ir $iuolaikiniai statistinés analizés
metodai - logistiné regresija, i§gyvenamumo analizé, daugiamaciai metodai.
Vadovélio tikslas - supazindinti medikus bei matematikus su $iuolaikiniais
statistinés analizés metodais ir jy taikymu medicinos duomenims apdoroti.
Vadovélyje pateikti medicinos duomeny statistinés analizés pavyzdziai pa-
dés specialistams geriau jsisavinti statistikos metodus ir jy taikymo subtilu-
mus. Pateikti statistikos metodai taip pat gali bati taikomi ir kity biomedici-
nos sric¢iy - biologijos, biochemijos, ekologijos - duomenims apdoroti.

Vadoveélis skirtas medicinos moksly krypties magistrantams, doktorantams
ir moksliniams darbuotojams. Jis bus naudingas ir matematikams, taikan-
tiems statistikos metodus biomedicinos duomenims apdoroti, bei kity bio-
medicinos moksly magistrantams, doktorantams ir mokslo darbuotojams.

Nuosirdziai dékoju VDU Aplinkotyros katedros ir Kardiologijos instituto
Klinikinés kardiologijos laboratorijos mokslininkams uz bendradarbia-
vimg aptariant statistiniy metody taikymga realiy duomeny analizei. Ypac
noriu padékoti prof. A. Bikeliui, prof. A. Aksomaiciui, prof. J. Sapago-
vui, doc. R. Eidukeviciui uz vertingas pastabas rankrasciui tobulinti.
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Ivadas

Mediky, biology bei epidemiology tyrimo objektas — tam tikros populia-
cijos individai ir jvairiy jy tyrimy duomenys. Istirti visa populiacija (arba
matematinés statistikos terminu - generaline visumg) daznai nejmanoma,
nes tam reikia daug laiko ir 1é8y. Todél dazniausiai tiriama tik populiacijos
dalis, vadinama imtimi (sample). Ligoniy imties sinonimas - ligoniy kon-
tingentas. Kad galétume daryti i§vadas apie populiacijg remdamiesi imties
tyrimais, imtis turi reprezentuoti visg tiriamg populiacija. Todél individai,
dalyvaujantys populiacijy tyrimuose, turi bati parinkti atsitiktinai. Imties
reprezentatyvumas glaudziai susijes su dydziu bei priklauso nuo sudarymo
metodo (atrankos).

Parinkti atrankos schemg ir vertinti populiacijos btikle remiantis atrankos
duomenimis - vienas statistikos uzdaviniy. Kai populiacija néra labai didelé
palyginti su imtimi, i§vadoms apie populiacija daryti naudojami atrankos i$
baigtiniy visumy metodai (Krapavickaité, Plikusas, 2005). Siame vadovélyje
daroma prielaida, kad tiriamos populiacijos individy skai¢ius yra labai dide-
lis palyginti su imties dydziu, todél i$vados apie populiacijg daromos statis-
tiniais metodais, skirtais atrankoms i$ begalinés populiacijos (visumos).

Praktikoje naudojami keli atsitiktinés atrankos btidai — paprasta atsitiktine,
stratifikuota, sisteminé bei klasteriné imtys. Siame vadovélyje apsiribosime
paprastgja atsitiktine imtimi - atveju, kai i$§ visos populiacijos atsitiktinai
atrenkamas tam tikras skaicius individy, nes duomenis, surinktus daugelio
mediky tyrimy, galime laikyti gautais $ia atranka. Pavyzdziui, serganciyjy
infekciniu endokarditu (IE) komplikacijy priezastims tirti naudoti Kauno
apskrities ligoninése 1999-2001 m. nuo $ios ligos gydyty 138 ligoniy duo-
menys (Arzanauskiené, Zabiela, Jonkaitiené, 2002). Siuos ligonius galima
laikyti atsitiktine atranka i$ ligoniy, serganciy IE, populiacijos, nes j minétas
ligonines pateko dauguma sunkiy IE serganciy ligoniy.

Pasirinktos populiacijos medicininiams, biologiniams ar epidemiologiniams
tyrimams atlikti pagal tyrimo tiksla formuluojami konkretas uzdaviniai. Jie
sprendziami keliais etapais: konkretizuojamas tiriamy ligoniy kontingentas,
tyrimo metodika, surenkama informacija apie tiriamy ligoniy sveikatos ro-
diklius. Visa $i informacija perkeliama j duomeny baze¢ ir, panaudojus tam
tikrus statistinius metodus, gaunamos i§vados. Sig veiksmy sekg galima pa-
teikti tokia schema:
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1. Formuluoti tyrimo tikslg ir uzdavinius. Siuo etapu apibréziamas tyri-
mo tikslas ir juo remiantis formuluojami konkrettis uzdaviniai. Pavyzdziui,
mokslininky grupés tyrimo tikslas — persirgusiyjy pirmuoju miokardo
infarktu i§gyvenamumo analizé. Minétam tikslui pasiekti sprendziami $ie
uzdaviniai: (1) nustatyti rizikos veiksnius, didinanc¢ius mirties tikimybe;
(2) stratifikuoti ligonius j mazos, vidutinés bei didelés rizikos sritis.

2. Sudaryti duomeny rinkimo protokola. Siuo etapu nustatoma, kokie me-
dicininiai tyrimai (anamnezé, klinikiniai, kardiografiniai ar kiti) ir kokios
ligonio charakteristikos bus naudojami tolesnei analizei. Duomenys pa-
renkami remiantis anksciau atlikty panasaus pobudzio tyrimy rezultatais.
Pavyzdziui, zinoma, kad nepalankiai iSeminés $irdies ligos prognozei turi
jtakos ligonio amzius, lytis, arteriné hipertenzija, cukrinis diabetas, choles-
terolio kiekis, antsvoris, sumazéjes fizinis aktyvumas. Todél planuojant stu-
dija, skirtg serganciyjy iSemine $irdies liga iSgyvenamumo analizei, be kity
ligonio rodikliy batini duomenys apie $iuos rizikos veiksnius. Siuo etapu
sudaromos duomeny surinkimo anketos, protokolai ir t. t.

3. Nustatyti ligoniy atrankos kriterijus. Nustatomas atsitiktinés imties su-
darymo mechanizmas (atrankos schema) bei kriterijai, pagal kuriuos ligo-
niai jtraukiami ar nejtraukiami j studija.

4. Surinkti duomenis.

5. Sukurti duomeny baze ir paruosti ja statistinei analizei bei duomeny
grafiniam vaizdavimui. Siuo etapu surinkti ankety, ligos istorijy ar proto-
koly duomenys perkeliami j kompiuterj — sudaroma duomeny bazé. Duo-
menys vedami ar transformuojami taip, kad baty galima atlikti statistine
analize. Esant reikalui, apskaiciuojami ir i$vestiniai rodikliai.

6. Atlikti pirmine duomeny apzvalga (zZvalgomoji statistika). Jos metu
sudaromos dazniy ir tarpusavio dazniy lentelés, jvertinama kiekybiniy ro-
dikliy vidutiné reik§meé, issibarstymas, skirstinio simetri$kumas ir i$skirtys.
Dél vaizdumo duomeny kitimas pateikiamas grafiskai.

7. Tvarkyti duomenis ir sudaryti statistinj modelj. Atsizvelgiant j pirmi-
nés apzvalgos rezultatus, duomenys atitinkamai pertvarkomi. Pavyzdziui,
jei pagal ligos sunkuma (pvz., CD laipsnj) ar kitg rodiklj ligoniai suskirstyti
i kelias grupes ir vienoje grupéje jy yra tik keli, jie pergrupuojami; tarkime,
vietoj trijy ligoniy grupiy (neserga CD, serga I° CD, serga II° CD) naudo-
jamos dvi (neserga CD, serga CD). Matematinéje statistikoje individo rodi-
klio modelis - atsitiktinis dydis su tam tikru skirstiniu. Remiantis pirmine
duomeny apzvalga, daromos i$vados ir apie nustatyto rodiklio skirstinj ar
reikiamg transformavimg. Pavyzdziui, kai kuriy kiekybiniy rodikliy reiks-
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més dél asimetriSkumo logaritmuojamos. Taip pat nustatomos statistinei
analizei nenaudotinos rodikliy reik§més — neteisingai nustatytos ar klaidin-
gai jvestos | duomeny baze (pvz., cholesterolio reik§mé 0 ar 100 (mmol/l)
tolesnei analizei nenaudojama).

8. Taikyti statistinius metodus. Statistiniai metodai parenkami pagal iskel-
tus uzdavinius ir duomeny statistinj modelj.

9. Pateikti iSvadas. Remiantis statistiniy metody taikymo rezultatais, daro-
mi atitinkami sprendimai ir pateikiamos i$vados.

Statistiniai metodai padeda klinicistams ar tyréjams suprasti ir paaiskinti
medicininiy duomeny kitimg bei gauti informacija, reikalingg ligoniams
sékmingiau gydyti. Trumpai apZvelgsime knygoje pateiktus statistinius me-
todus, skirtus mediky bei giminingy sric¢iy specialisty duomeny analizei.
Pagal tyréjy sprendziamus uzdavinius parenkami ir statistiniai metodai.
Medikai, biologai bei epidemiologai, spresdami savo srities problemas, daz-
niausiai susiduria su tokiais uzdaviniais:

 populiacijos sveikatos biklés (sergamumo, mirtingumo) analizé, rizikos
veiksniy populiacijoje paplitimo tyrimai;

o veiksnio (susirgimo, gydymo metodo) jtakos individo sveikatos buklei
vertinimas;

o ligonio bukle charakterizuojan¢iy rodikliy tarpusavio rysio nustatymas
bei vertinimas;

o rodikliy, nustatyty jvairiais tyrimais, modeliavimas;

« nepalankios iSeities rizikos vertinimas; ligoniy stratifikavimas j skirtin-
gos rizikos grupes;

« ligoniy idgyvenamumo analizé.

Analizuojant populiacijos sveikatos bukle, jvertinama nepalankaus jvykio

(susirgimo, mirties) tikimybé su pasikliautinaisiais intervalais. Analizuojant

kiekybinio rodiklio kitimg, skai¢iuojamas vidurkis, jo standartiné paklaida

ar pasikliautinieji intervalai bei kitos skaitinés charakteristikos (1, 4 skyrius);

tikrinama hipotezé apie populiacijos vidurkio ar tikimybés lygybe normai

(5.5, 6.1-6.2 skyriai).

Vertindami gydymo ar susirgimo jtaka individo sveikatos buklei, lygina-
me dviejy populiacijy skirstinio vidurkius (6.4 skyrius) ar skirstinius (6.8,
7.4-7.5 skyriai), dviejy ar daugiau kartotiniy matavimy vidurkius (6.5, 6.10,
7.6 skyriai), keliy populiacijy skirstinio vidurkius (6.8, 12 skyriai).

Individo bukle charakterizuojanciy kiekybiniy rodikliy tarpusavio ry-
$iui vertinti skirta koreliaciné analizé (9 skyrius), o kokybiniy rodikliy -
kokybiniy kintamujy rysio matai (7.7-7.8 skyriai).
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Individo kiekybiniams rodikliams modeliuoti naudojama regresiné analizé
(10 skyrius), dvinariams - logistiné regresiné analizé (11 skyrius).

Rizikai vertinti skirtas 8 skyrius. Ligoniams stratifikuoti j skirtingos rizikos
grupes naudojama logistiné regresija (11.6 skyrius), Kokso proporcinga re-
gresija (13.9-13.10 skyriai) bei diskriminantiné analizé (15.4-15.7 skyriai).

Ligoniy i$gyvenamumo analizé aptariama 13 skyriuje.

Kauno medicinos universiteto Fizikos ir matematikos katedros déstytojy
iSleistoje mokomojoje knygoje ,,Statistikos ir informatikos pagrindai“! pa-
teikta daug uzdaviniy, kuriais iliustruotas 1, 4-6, 9-12 skyriuose pateikty
statistikos metody taikymas medicinos duomeny analizéje.

Zenklu * pazymétiems skyriams skaityti reikia gilesnio matematinio pasi-
ruogimo. Sie skyriai skirti matematikams, taikantiems statistikos metodus
tiek medicinoje, tiek kituose biomedicinos moksluose.

1 Sapagovas]., Saferis V., Juréniené K., Jurkoniené R., Simatoniené V., Simolitiniené R. Statistikos
ir informatikos pagrindai, 2008, KMU leidykla, Kaunas, p. 98.
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Terminy trumpinimai

Bendry medicinos terminy trumpinimai:

AH - arteriné hipertenzija;

BC — bendrasis cholesterolis;

CD — cukrinis diabetas;

CV - kardiovaskulinis jvykis;

HPT - hiperparatiroidizmas;

KMI - kano masés indeksas;

SAS - sistolinis arterinis kraujospudis;
DAS - diastolinis arterinis kraujospudis;
SSD - Sirdies skilveliy susitraukumo daznis;
ISL ~ iSeminé $irdies liga;

KA - kratinés angina;

NKA - nestabili kritinés angina;

USN - amus Sirdies nepakankamumas;
MI - miokardo infarktas;

UKS — amds koronariniai sindromai;
PTCA - miokardo revaskuliarizacija.

Echoskopijos rodikliy trumpinimai:
KSGDD - Kkairiojo skilvelio galinis diastolinis dydis;

KSMI - kairiojo priesirdzio masés indeksas;
KPR - kairiojo priesirdzio dydis;

DPR - desiniojo priesirdzio dydis;

UsSS - uzpakalinés sienelés storis;

IF - i$stimimo frakcija;

DF - diastoliné funkcija.

Statistikos ir epidemiologijos terminy trumpinimai:
RV - rizikos veiksnys;

RR - santykiné rizika;

OR - rizikos santykis;

PR - proporcinga rizika;

Ats. d. - atsitiktinis dydis;

Ats. v. - atsitiktinis vektorius;

SE - standartiné paklaida;

PI - pasikliautinasis intervalas;

AIC - Akaike informacijos kriterijus;

BIC - Bajeso informacijos kriterijus;

SST - visa kvadraty suma;

ATM - apibendrinti tiesiniai modeliai;

ANOVA - dispersiné analizé;
ANCOVA - kovarianciné analizé;
MANOVA - daugiamaté dispersiné analizeé.



Statistiniai metodai medicinoje

1 SKYRIUS

Pirminé duomeny
statistiné analizé

Atlikdami klinikinius ar epidemiologinius tyrimus, medikai susiduria su
gausybe ligonio bukle charakterizuojan¢iy duomeny. Visi $ie duomenys
kintantys - jie priklauso ne tik nuo to, ar ligoniui nustatytas susirgimas, ar
ne, bet ir nuo individo biologinés biiklés, jo aplinkos, gyvensenos kokybés,
gretutiniy susirgimy bei nuo jvairiy kity priezasc¢iy, kurias galima apibadin-
ti atsitiktiniu faktoriumi.

Pirminé statistiné analizé skirta medicininiy stebéjimy kitimui aprasyti. Re-
miantis jos rezultatais, daromos i$vados apie tolesne tyrimy eigg bei sudé-
tingesniy statistiniy metody taikyma.

1.1. Medicinos duomenys. Kintamojo savoka

Tiek pirminés statistinés analizés, tiek sudétingesniy statistiniy metody tai-
kymas duomenims apdoroti pirmiausiai priklauso nuo to, kokios charakte-
ristikos aprasomos - kiekybinés ar kokybinés. Pavyzdziui, sistolinis ir dias-
tolinis arteriniai kraujosptidziai (SAS ir DAS), Sirdies skilveliy susitraukimo
daznis (SSD) yra kiekybinés ligonio biiklés charakteristikos. Kokybines in-
divido charakteristikas apibadina lytis, rasé, kraujo grupé, susirgimas (néra,
yra), skausmo lokalizacija, AH laipsnis ir kiti.

Kiekybiniai Zzymenys daznai atspindi kokybinius organizmo poky¢ius. Pa-
vyzdziui, esant pastoviam SAS>140 ar DAS>90, pasireiskia kokybiniai or-
ganizmo poky¢iai, todél ligoniui diagnozuojama arteriné hipertenzija. Jei
kiino masés indeksas (KMI) virsija 30, ligoniui nustatomas nutukimas. Jei
bendrojo cholesterolio koncentracija nuolat virsija 5,2 mmol/l, pasireiskia
vainikiniy arterijy stenozés pozymiai ir diagnozuojama hipercholesteri-
nemija.
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Atskiry individo charakteristiky (pvz., kraujosptidzio) rodikliai (sistolinis
kraujospudis mmHg st., diastolinis kraujospudis, mmHg st.) statistinéje li-
teratiiroje vadinami kintamaisiais (variable). Literattroje daznai pateikiami
kintamojo sinonimai - Zymuo, rodmuo.

Atlikus tyrimus bei apklausus ligonj, nustatomos konkrecios tirty kintamy-
ju reiksmes. Objektyvaus tyrimo metu registruojami kintamieji: svoris, tgis,
$irdies GZesiai (néra, yra), SSD, SAS, DAS, karkalai plauciuose (néra, sausi,
drégni, misris), kepeny buklé, kojy tinimas (néra, yra) ir kt. Registruojami
ir kiti ligonio nusiskundimy kintamieji: skausmai Sirdies plote (néra, yra),
skausmo lokalizacija (uz kratinkaulio, kairéje kratinés puséje, desinéje krii-
tinés puséje, visoje krutinéje, kitur), skausmo intensyvumas (silpnas, stip-
rus, labai stiprus). Nustatomi anamnezés duomeny kintamieji: miokardo
infarktas (MI) (nebuvo, buvo), MI rasis (Q bangos, be Q bangos, reinfark-
tas, jtariamas), cukrinis diabetas (CD) (néra, yra), arterinés hipertenzijos
laipsnis ir t. t.

1.2. Kintamujy tipai

Kintamuosius salygiskai galima priskirti vienam $iy tipy: nominaliojo, dvi-
nario (dichotominio), tvarkos, kiekybinio (tolydziojo ar diskreciojo), eilis-
kumo ir laiko eiluciy.

Nominalieji kintamieji - nematuojami kintamieji, arba kategorijos, kieky-
biskai tarpusavyje nepalyginami. Tai lytis, kraujo grupés (O, A, B ir AB),
akiy ar odos spalva, susirgimai, maisto grupés. Nominaliojo kintamojo
reikémiy negalima sutvarkyti didéjimo ar mazéjimo tvarka ar kiekybiskai
palyginti tarpusavyje.

Jau minéta, kad kintamasis ,,odos spalva“ yra nominalusis. Ta¢iau jis neatski-
ria normalios ir nenormalios odos spalvos, nors tai svarbu vertinant ligonio
sveikatos bukle. Todél tyréjui pravartu sudaryti naujg kintamajj, kuris jgyty
tik dvi reik$mes - normali odos spalva (pvz., koduojama 1) ir nenormali
odos spalva (koduojama 2). Dvinariai kintamieji - tai kintamieji, jgyjantys
tik dvi reik$mes (yra susirgimas arba jo néra, 1 arba 2 ir t. t.). Juos patogu
vartoti kalbant apie pozymio buvimg ir nebuvima, taip pat apie patekima ir
nepatekima j tam tikrg aib¢. Daznai konstatuojama, kad individas serga (ko-
duojama 1) arba neserga (koduojama 0) Sirdies liga, jo amzius daugiau kaip
65 metai arba ne, kepenys nepadidéjusios (koduojama 0) arba padidéjusios
(koduojama 1).

Daugelis medicinos duomeny apibiidinami daugiau nei dviem reik§Smémis
ir yra zinoma, kuri reik§mé geresné, kuri blogesné. Sie duomenys apibadi-
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nami tvarkos (ordinariaisiais) kintamaisiais. Tvarkos (ordinarieji) kinta-
mieji jgyja diskrecias kiekybiskai palyginamas reik§mes. Tvarkos kintamuyjy
pavyzdziai: AH laipsnis (1, 2, 3), USN klasés (1-4), skausmo intensyvumas
(silpnas, vidutinis, stiprus, labai stiprus).

Nominalieji, dvinariai ir tvarkos kintamieji yra kokybiniai (kategorizuoti).
Kiekybiniai kintamieji - tai kintamieji, kurie kinta tolydZiojoje ar diskrecio-
joje matavimo skaléje. Tolydieji kintamieji jgyja reikSmes neskaicioje skaléje
(igyjamy reik$miy sunumeruoti negalima), diskretieji — skaicioje (jgyjamas
reik§mes galima sunumeruoti). Daugelis medicinos duomeny yra tolydieji:
svoris, uigis, SAS, DAS, BC koncentracija ir daugelis kity. Diskreciyjy kinta-
muyjy pavyzdziai: Sirdies skilveliy susitraukimo daznis per minute, per parg
hospitalizuoty ligoniy skaicius. FaktiSkai matuodami gauname tik diskre-
¢ivosius kintamuosius, nes tolydziyjy kintamuyjy reiksmiy aibé yra skaicioji
dél matavimo prietaisy (svarstykliy, kraujospiidzio matuokliy) tikslumo -
igis matuojamas centimetrais, arterinis kraujospiidis - mmHg. Kiekybiniai
kintamieji gali jgyti tiek teigiamas, tiek neigiamas reik§mes. Dauguma me-
diky nustatomy kintamuyjy reik§miy yra neneigiamos. Nemazai kintamuyjy
igyja tik teigiamas reikSmes - Gigis, svoris, organy matmenys.

Analizuojantletalios baigties ar komplikacijos rizikos veiksnius, kartais vietoj
kiekybinio kintamojo, tarkime, amziaus, patogiau naudoti tvarkos — amziaus
grupe, arba dvinarj (amzius > 65 m. ir amzius < 65 m.) kintamajj. Vietoj su-
sirgimo trukmés taip pat vartojamas tvarkos kintamasis: serga < 5 m., serga
5-10 mety, serga > 10 m. Kiekybinis kintamasis suteikia daugiau informaci-
jos negu tvarkos, nes pagal kiekybinio kintamojo reik§mes galima palyginti
bet kuriuos du individus, o pagal tvarkos — ne. Taciau tvarkos kintamojo
reik§mes patogiau interpretuoti.

EiliSkumo kintamieji vartojami dél patogumo. Tai tirty asmeny kodai,
numeriai, pavardés ar kiti identifikatoriai. Matematiskai juos apdoroti néra
prasmes.

Medicinoje ar biologijoje taip pat analizuojamas rodiklio kitimas erdve ar
laiku. Tai laiko eilutés - rodiklio, kintancio laiku ar erdve, reik§miy, i$ma-
tuoty vienodais laiko (erdvés) tarpais, sekos. Elektrokardiogramos signalo
reik§més, kasmetinés sergamumo ar mirtingumo rodikliy sekos, ligonio
kasdienés medicininiy ar biocheminiy rodikliy matavimo sekos yra laiko
eilutés.

Daugiamaciai kintamieji. Daznai ligonio bukle charakterizuoja ne vienas,
o keli kintamieji. Pavyzdziui, naujagimio bukle nusako 5 tvarkos kintamieji,
igyjantys reikmes 0, 1 ir 2: SSD, kvépavimas, odos spalva, raumeny tonai,
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refleksai. Vektorius (SSD, kvépavimas, odos spalva, raumeny tonai, reflek-
sai) bus vadinamas daugiamaciu (konkrec¢iau, penkiamaciu) kintamuoju.
Pagal TNN sistemg vézys charakterizuojamas trimaciu vektoriumi (auglys,
mazgai, metastazés); vienmaciai kintamieji - auglys, mazgai, metastazés —
vadinami $io vektoriaus komponentémis (koordinatémis).

Daugiamacio kintamojo komponenciy suminiam poveikiui ligonio buklei
nustatyti jvedamas naujas kintamasis — indeksas (klasé, balas) (indexes, fac-
tors, stages, systems, clases, scales, ratings, criteria). Indekso reik§més nusta-
tomos pagal tam tikrg formule, naudojant daugiamacio vektoriaus kompo-
nenciy reik§mes. Indeksas gali buti tiek tvarkos, tiek kiekybinis. Pavyzdziui,
naujagimio buklei apibadinti naudojamas Apgar indeksas. Jis lygus visy
penkiy komponenciy sumai. Apgar indeksas kinta nuo 0 iki 10; jj geriau
analizuoti kaip kiekybinj kintamajj.

Remiantis trimaciu vektoriumi, charakterizuojanciu vézio bukle, jvedamas
naujas kintamasis - vézio stadija, jgyjantis reiksmes I, II, III, IV. Tai tvarkos
kintamasis.

Daugiamatj kintamgajj ir pagal jj sudaryta indeksg formaliai galima apibrézti
taip: turime k kintamyjy X, X, ... Xj. Vektorius X = (X, X, ... X;) vadinamas
daugiamaciu kintamuoju; X, X, ... X — vektoriaus X komponentés (koordi-
natés). Viena formuliy, nusakanciy indekso Y apibrézimg, yra:

Y=X+ X, +... + X,

Vektoriaus X koordinatés gali buti ne tik atskiri kintamieji, bet ir to paties
kintamojo, nustatyto tam tikrais laiko tarpais, reiksmés.

1.3. Duomeny paruosimas statistinei analizei bei grafiniam
vaizdavimui

Daugelio ligoniy tyrimy duomeny analizuoti be kompiuterio negalima net
elementariai. Duomeny analizei ir grafiniam pateikimui buatina naudoti
skai¢iuokle EXCEL arba statistinius programy paketus. Tarp mediky po-
puliariausi STATISTICA ir SPSS statistikos paketai. Epidemiologiniy duo-
meny analizei skirtas EPIINFO programy paketas.

Kiekviename programy pakete naudojamos atitinkamo tipo duomeny by-
los. Skai¢iuokléje EXCEL sudarytos bylos yra *.xls tipo. Pakete STATISTICA
naudojamos *.STA, pakete SPSS — *.sav tipo duomeny bylos. STATISTICA
ir SPSS paketams reikalingus duomenis galima perkelti (importuoti) i *.xls
byly ir atvirksciai. Todél medikams paprasciausia ir priimtiniausia duome-
nis kaupti EXCEL tipo bylose.
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Statistinei analizei skirtus duomenis reikia tinkamai perkelti j kompiuterj,
t. y. turi bati sudaryta duomeny bazé. Suvedant duomenis j bet kokio pake-
to byla, kiekvienam kintamajam skiriamas stulpelis, kiekvienam individui -
eiluté. Kintamojo pavadinimas (vardas) EXCEL skaiciuokléje pateikiamas
pirmoje eilutéje. SPSS ir STATISTICA paketuose kintamojo vardas (bei
kintamojo tipas, formatas ir t. t.) fiksuojamas informacijai apie kintamajj
skirtame langelyje. Kiekybinio kintamojo reiksmés suvedamos tokios, ko-
kios yra nustatytos — sveiki ar trupmeniniai skaiciai. Pavyzdziui, iSmatavus
bendrojo cholesterolio koncentracijg, gauti dydziai 5,2; 6,1; 4,9. ] kompiu-
terio bylg galima vesti $iuos skaicius arba be kablelio jiems proporcingus:
52; 61; 49. Pastaruoju atveju visuomet galima perskai¢iuoti ir gauti tikrasias
reik§mes.

Nominaliojo kintamojo reik§me gali biti koduojama skaiciais arba pateikta
pavadinimu. Pavyzdziui, jrasydami individo lytj, vyrus galime koduoti 1,
moteris 2 arba V ir M, male ir female. Butina stebéti, kad vienodos kintamo-
jo reik§mes bty koduojamos tais paciais pavadinimais. Uzrasus Benigma ir
Benigma. kompiuteris laikys skirtingais ir dél to apdorojant duomenis kils
sunkumy.

Tvarkos kintamojo reik§més koduojamos skaiciais, geriausia — didéjimo
tvarka. Pavyzdziui, kintamojo reik§mes skausmas silpnas, vidutinis, stiprus
patogiausia koduoti 1, 2, 3 arba panasiai.

Statistiniuose paketuose susiduriame su terminu praleista reik§mé (missing
value) - tai nenustatyta reikSmé. Vedant duomenis, nenustatytos reik§mes
vietoje dazniausiai paliekamas tuscias langelis. Kartais (tai sukelia tam tikry
nepatogumy apdorojant duomenis) vietoj nezinomos reik§més jraSomas
tam tikras kodas (praleistos reiksmés kodas), ypa¢ besiskiriantis nuo kity
kintamojo reik§miy, pavyzdziui 0 ar -9999. Praleistos reiksmés kodas nu-
rodomas statistiniame pakete aprasant kintamajj. Todél suvedant duomenis
tuscias langelis paliekamas tik tada, jei nezinoma, kokia $io individo kinta-
mojo reik§mé. Pavyzdziui, reikalinga informacija apie sergamuma CD. Tam
naudojamas kintamasis, lygus 1 (ligonis serga CD) ir 0 (jei CD neserga).
I duomeny bylg jrasoma 1, jei ligonis serga CD, 0 rasomas, jei neserga CD;
jei nezinoma, ar ligonis serga CD, paliekamas tuscias langelis (1.1 pav.). Jei
ne visiems duomeny bazés ligoniams atliktas koronarografinis tyrimas, jra-
$ydami koronary pazeidimus, rasome nulj, jei kraujagyslé néra pazeista, bet
nepaliekame tuscio langelio.
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1.1 pav. Sergamumo CD surasymas j EXCEL tipo bylg

Surasant tvarkos kintamojo reik$mes, kartais vietoj vieno stulpelio raSoma
i kelis. Pavyzdziui, vedant USN klasés reikimes, j atitinkamg stupelj raso-
ma klasé (1.2 pav., usn), bet nenaudojamai keli stulpeliai (1 klasé, 2 klasé ...
2 pav., usnl, usnlI ...). Tvarkos kintamojo reik$mes rasyti keliais stulpeliais
néra klaidinga, taciau taip suvestus duomenis reikia pertvarkyti, kad buty
galima analizuoti toliau, naudojantis statistiniu paketu.

Surasant keliy im¢iy duomenis, pavyzdziui, tiriamos ir kontrolinés ligoniy
grupés, papildomas stulpelis skiriamas grupei identifikuoti. Kitaip tariant,
jvedamas grupés kintamasis. Pavyzdziui, kodas 1 - tiriama grupé, 0 - kon-
troliné grupé. Kitaip suvedus duomenis, atsiranda sunkumy statistinei ana-
lizei atlikti. Pakartotiniai tyrimai raSomi j atskirus stulpelius. Pavyzdziui,
KSGDD - patekus j stacionarg, po 6 mén., po mety - raomi j atskirus stul-
pelius (1.3 pav., ksgdd0, ksgdd6, ksgdd1m kintamieji).
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1.3 pav. Pakartotinis KSGDD tyrimas, suvestas j EXCEL tipo bylg

1.4. Pirminé kokybinio kintamojo analizé

Kokybinis kintamasis jgyja nedaug reik§miy palyginti su kiekybiniu. Sj
kintamajj visi$kai apibadinsime i$vardij¢ jo jgyjamas reik§mes ir nurode,
kaip dazna imtyje yra atitinkama reik§mé. Todél nominaliojo, dvinario ar
tvarkos kintamojo jgyjamy reik$miy pasiskirstymas imtyje (duomenyse)
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pateikiamas dazniy lentele. Joje nurodomi atvejy, kai kintamasis jgy-
ja i-taja reiksme, skai¢ius imtyje #; ir (arba) santykiniai i-tosios reikSmés
dazniai f; = n;/n (dalimis) ar procentais ((n;/n)x100) (1.1 lentelé). Cia
n=n, + n, + ... + n - tirty individy skaicius (imties dydis), k — kintamojo
igyjamy reik$miy (kategorijy) skaic¢ius. Grafiskai $i informacija pateikiama
stulpelio, skritulio ar kitokia diagrama (1.4-1.5 pav.).

1.1 lentelé. Kokybinio kintamojo, jgyjancio k reiksmiy, absoliuciy ir santykiniy
(dalimis bei procentais) dazniy pasiskirstymas

Kintamojo reik§més | Absoliutas dazniai | Santykiniai dazniai Procentai
numeris (N)
1 n fi=n/n (n,/n)x100
2 n, f=n,/n (n,/n)x100
k Ny fk: nk/n (nk/l’l)Xl()O

1.2 lenteléje pateikiame ligoniy, sirgusiy Gmiais koronariniais sindromais
(UKS), kontingento pasiskirstymg pagal koronariniy sindromy pobudj
(duomenys paimti i§ [2]). Si informacija taip pat pateikta stulpelio bei skri-
tulio diagrama (1.4, 1.5 pav.).

1.2 lentelé. Ligoniy, sirgusiy UKS, kontingento pasiskirstymas pagal koronariniy
sindromy pobiidj

Koronariniai sindromai N Procentai
Q bangos MI 272 42,17
Be Q bangos MI 218 33,80
Nestabili KA 155 24,03
Nestabili KA,
24,0 %
Q bangos MI,

42,2 %

Be Q bangos MI,
33,8 %

1.4 pav. Ligoniy, sirgusiy UKS, kontingento pasiskirstymo pagal koronariniy
sindromy pobudj skrituliné diagrama
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1.5 pav. Ligoniy, sirgusiy UKS, kontingento pasiskirstymo pagal koronariniy
sindromy pobiidj stulpeliné diagrama

1.5. Pirminé kiekybinio kintamojo analizé

Kiekybinis kintamasis (rodiklis), pavyzdziui, amzius, cholesterolio koncen-
tracija kraujyje, jgyja daug skirtingy reik$miy, be to, ir gretimos reik§més
tarpusavyje gali labai mazai skirtis. Taigi dazniy lentelé néra informatyvi.
Todél kiekybinio kintamojo reik§més sugrupuojamos, po to pateikiama su-
grupuoty duomeny dazniy (dazniy skirstinio) lentelé. Grupavimo interva-
lai paprastai parenkami vienodo plocio, nebent i§skyrus pirma ir paskutinj.
Intervaly plociai bei skai¢ius nustatomi atsizvelgiant j imties dydj, didziau-
sig ir maziausig reik§mes bei kintamojo medicinine ar biologine prasme.
Pavyzdziui, ligoniy kontingento amziaus pasiskirstymui pateikti, amzius
grupuojamas kas 5 ar 10 mety (1.3 lentel¢). Grupuodami duomenis i 4 ar
maziau intervaly, gauname neinformatyvy dazniy skirstinj. Taip pat reko-
menduotina naudoti ne daugiau kaip 15-20 grupavimo intervaly bei grupa-
vimo intervalus parinkti taip, kad beveik visuose bty bent po 5 reiksmes.

1.3 lentelé. Ligoniy, sirgusiy iimiais koronariniais sindromais, kontingento
pasiskirstymas pagal amZiy

Amziaus grupés N Procentai
<30m. 5 0,78
30-39 20 3,12
40-49 92 14,33
50-59 207 32,24
60-69 229 35,67
70-79 86 13,40
=80 3 0,47
1§ viso 642 100
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Kiekybinio kintamojo dazniy skirstinio grafinis vaizdas yra histograma. Ji
braizoma taip: kiekvienas grupavimo intervalas atidedamas Ox asyje, po to
bréziamas sta¢iakampis taip, kad pagrindas sutapty su grupavimo intervalu,
o aukstis buty lygus arba proporcingas i ji patekusiy kintamojo reik$miy
skai¢iui. Grupavimo intervalai turi buti vienodo plocio, nebent isskyrus
pirmg ir paskutinj. 1.6 pav. pateiktos ligoniy, sergan¢iy UKS, SAS ir SSD
histogramos ([2]).

250 1 SAS 400 1 3D
350 - i
200 A
" 2 300
= =1
55150 7 ?% 250
_54: g 200
= 100 A g 150 4
=1
80 50 gﬁ 100
3 — 50 A
0 1 0 :
60 80 100 120 140 160 180 200 240 0 20 40 60 80 100 120 140 160
mmHg st. kartai per minutg

1.6 pav. Ligoniy, sirgusiy timiais koronariniais sindromais,
SAS ir SSD histogramos

Braizant histograma, grupavimo intervaly skaic¢iy k rekomenduojama imti:
k = 1+3,222xlog,, n. Tuomet grupavimo intervalo plotis apskai¢iuojamas
taip: h = (X0 = Xin)/(143,222xlog, 1) (jei visi intervalai nustatomi vie-
nodo plocio). Kai kurie autoriai intervalo plotj rekomenduoja imti lygy
(Xpmax — Xomin) (24410 /)" [5]. Tatiau grupavimo intervaly dydis bei skai-
¢ius parinktini atsizvelgiant ir j rodiklio medicining ar biologine prasme.
PavyzdZiui, amZius grupuojamas kas 5 ar 10 mety, SAS, SSD - kas 10 ar 20
vienety.

Taciau remiantis dazniy skirstinio lentele, sunku apibudinti kintamgjj ar
tarpusavyje palyginti keleta kintamyjy. Pavyzdziui, analizuojama jauny
sveiky individy arterinio kraujosptidzio rodikliai — SAS ir DAS. Pagrindi-
niai jy skirtumai yra:

1) skirtingas dydis — SAS beveik dvigubai didesnis uz DAS;
2) skirtingas kitimas: SAS reikSmes kinta nuo 90 iki 140, DAS - nuo 60 iki 80.

Bet kurj kiekybinj kintamajj, kaip SAS ir DAS, glaustai apibudina ,,cen-
tras“ — taskas, apie kurj i$sidésciusios reik§més, bei sklaidos apie $j ,,centrg®
jvertis. Tai patvirtina ir 1.6 pav. pateiktos histogramos. I$ jy matome, kad
tirto ligoniy kontingento daZniausiai pasitaikanc¢ios SSD reik§més yra tarp
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60-80 kartai/min. Analogiska situacija matyti ir SAS histogramoje: kinta-
mojo reik$émés daugiau ar maziau i$sidés¢iusios apie imties ,,centra®. Todél
reikalingos $io centro, i$sidéstymo apie ji bei histogramos formos (dazniy
skirstinio) skaitinés charakteristikos.

1.6. Kiekybinio kintamojo skaitinés charakteristikos

Kiekybinio kintamojo imties skaitinés charakteristikos skirstomos j $ias
grupes:

1) duomeny padéties (location), arba centro, charakteristikos (vidurkis, me-
diana, moda, geometrinis vidurkis, harmoninis vidurkis);

2) duomeny kitimo, arba sklaidos apie centra, charakteristikos (dispersija,
standartinis nuokrypis, kvartiliai, procentiliai, imties plotis, interkvartilinis
plotis);

3) duomeny skirstinio (histogramos) formos charakteristikos (asimetrijos,
eksceso koeficientas);

4) i§skir¢iy (ypac besiskirianciy ar blogai jvesty reik§miy, ,,$iuksliy“) charak-
teristikos (maksimali ir minimali imties reik§meé, staciakampés diagramos,
interkvartilinis plotis). I§skirtys - tai reik§més, nesuderintos su visa duome-
ny mase, pavyzdziui, kairiojo priesirdzio dydis negali buti 0 ar 1. Isskirtis
apibréziama taip: tai imties reikSmé, nesiderinanti su statistiniu duomeny
modeliu (zr. 3 skyriy).

Pateiksime visy minéty charakteristiky apibrézimus. Pazymékime: x;, x, ...
x, — tiriamo kintamojo imties skaitinés reik§meés; ¢ia n — reik$miy skaicius
imtyje. Skaic¢ius n vadinamas imties dydziu (sample size). Nemazéjimo tvar-
ka i§déstyta dydziy x,, x, ... x, eiluté vadinama variacine seka ir Zymima x;,),
Xy - Xy Pavyzdziui, turime imtj: 3,1; 2,9; 3; 3,2; 2,8. Taigi n = 5, x, = 3,1;
X, = 2,95 x; = 3,0; x4 = 3,25 x5 = 2,8; $ios imties variaciné seka yra x,, = 2,8;
X2y = 2,9 X3y = 3,05 x4y = 3,15 x5y = 3,2.

Duomeny centro jverdiai. Vidurkis (mean, average) X :

n
X txtetx, 2N
X = =
n n

Tai imties ,,masés centras“ — iSmatuoty reik§miy aritmetinis vidurkis. Sumos
zenklas X reiskia reik§miy x; sumavimg. X yra nezinomo populiacijos vidur-
kio jvertis. Vidurkis labai jautrus i§skirtims: pavyzdziui, klaidingai jvesta la-
bai didelé arba labai maza reik§mé zZymiai pakeic¢ia vidurkj. Tarkime, 5 ben-
drojo cholesterolio koncentracijos reiksmiy (mmol/l) 4,1; 6,2; 5,8; 3,0; 5,4
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vidurkis lygus: (4,1 + 6,2 + 5,8 + 3 + 5,4)/5 = 24,5/5 = 4,9. Jei | kompiuterj
vietoj 3 jvesime reik§me 13, vidurkis bus lygus (4,1 + 6,2+ 5,8 + 13+ 5,4)/5 =
34,5/5=6,9.

Mediana (median) x,,., yra reikSmé, ,dalijanti variacine sekg pusiau: 50 %
reik$miy yra ne didesnés uz mediana, kitos 50 % — ne mazesnés. Jei n ne-
lyginis, mediana lygi viduriniajam variacinés sekos nariui: X,,.; = X((4+1)2)-
Jei n yra lyginis, mediana lygi viduriniyjy variacinés sekos nariy vidurkiui:
Xmed = (X(u2)+ X(nj221))/2. Jei imties dazniy skirstinys yra simetrikas vidurkio
atzvilgiu, mediana artima vidurkiui. Vertinant imties centra, mediana ne to-
kia jautri i§skirtims kaip vidurkis. Pavyzdziui, 5 BC koncentracijos reik§miy
(mmol/l) 4,1; 6,2; 5,8; 3,0; 5,4 variaciné seka yra 3,0; 4,1; 5,4; 5,8; 6,2, me-
diana lygi 5,4. Jei i kompiuterj vietoj 3 jrasysime reik§me 13, mediana bus
lygi 5,8. Ji pakito 0,4, nors vidurkis pakito 2. Todél jtariant, kad imtyje yra
»Siuksliy®, imties centrg geriau jvertinti mediana. Jei mediana labai skiriasi
nuo vidurkio, kintamojo pasiskirstymas néra simetriskas.

Moda (mode) vadinama imtyje dazniausiai pasitaikanti reikSmé. Imtyje gali
bati viena arba dvi ir daugiau mody. Tai vienintelis nominaliojo kintamojo
imties centro jvertis, nes skai¢iuoti vidurkj ar mediang néra prasmeés.

Geometrinis vidurkis. Dalis medicinos bei biologijos kintamyjy jgyja
tik teigiamas reikSmes, be to, tarp matavimy pasitaiko labai dideliy skai-
tiniy reik$miy. Pavyzdziui, tiriant vandens tar$a bakterijomis, nustatomas
(bakterijy skaic¢ius)/ml. Dalies méginiy bakterijy skaic¢ius kinta tarp simto ir
takstancio, nors keliuose méginiuose pasitaiko ir keliasdesimt takstanciy —
bakterijy skai¢ius auga eksponentiskai. Kadangi aritmetinj vidurkj labai is-
kreipia ekstremalios reik§més, tokiy duomeny ,,sankaupos centrui® vertinti
be medianos naudojamas ir geometrinis vidurkis:

X, =§/x1><x2><...xx

n

- n-tojo laipsnio $aknis i§ imties reik§miy sandaugos. Pagal apibrézima
geometrinio vidurkio logaritmas lygus logaritmuoty imties reik$miy vi-
durkiui:

In(x,) = (In(x,) + In(x,) + ...+ In(x,)) /5 X, = exp(In(, ).

Logaritmuojant imties reik§mes, mazinamas labai dideliy reiksmiy efektas —
logaritmuoty reik§miy skirstinys simetriskesnis vidurkio atzvilgiu.

1.1 pavyzdys. Tiriant vandens tarsg bakterijomis, SeSiuose méginiuose nusta-
tytos tokios reik§més: 100; 100; 1000; 1000; 10 000; 1 000 000. Logaritmuojant
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$ias reikSmes pagrindu 10, gaunama 2; 2; 3; 3; 4; 6; iy reik$miy vidurkis
lygus 3,33. Antilogaritmuojant skaiciy 3,33 pagrindu 10, gaunamas geome-
trinis vidurkis: X, =10 =2154,43. Bakterijy skaiciaus aritmetinis vidurkis
lygus 168 700 ir yra 78 kartus didesnis uz geometrinj vidurkj.

Harmoninis vidurkis yra atvirk$tiniy imties reik$émiy (1/x;) vidurkio at-
virkstinis dydis:

X, =n/(l/x +1/x,+..+1/x,).

Harmoninis vidurkis naudotinas tik tada, kai kintamojo reik§meés yra tei-
giamos, jis tiksliau vertina vidutinj greitj nei aritmetinis. Harmoninio vi-
durkio taikymg iliustruosime pavyzdziu. Tarkime, pirmg karta apsilankes
donoras atidaveé 250 ml kraujo 70 ml/min. greiciu, antra kartg — 90 ml/min.
grei¢iu. Vidutinj kraujo atidavimo greitj galima vertinti aritmetiniu vi-
durkiu: X = (70 + 90)/2 = 80 (min.). Tadiau pirmg kartg donoras krau-
ja atidavé per 250 (ml)/70 (ml/min.) = 3,571 (min.), antrg kartg — per
250 (ml)/90 (ml/min.) = 2,778 (min.). 500 ml kraujo donoras atidavé per
3,571 + 2,778 = 6,349 (min.). Taigi vidutinis kraujo atidavimo greitis ly-
gus 500 (ml)/6,349 (min.) = 78,750 (ml/min.). Siuo atveju harmoninis vi-
durkis x, =2/(1/70+1/90) = 78,750 vidutinj kraujo atidavimo greitj apiba-
dina tiksliau nei aritmetinis vidurkis (80 ml/min.).

Duomeny kitimo jverciai. Duomeny sklaida apie vidurkj apibadintina
skirtumais | x; =X |, i =1, 2 ... n. Ismatuoty reik$miy sklaidg apie vidurkj
vertina imties dispersija (variance) s*. Ji apskai¢iuojama pagal formule:

Szz(xl—y_c) +(x, =X)" +...+(x, —X) :nl_lz;(xf_f)z‘ (1.1)

n—1

I$ formulés matyti, kad dispersija matuojama kvadratiniais x; vienetais, taigi
dispersijos negalima lyginti su vidurkiu. Todél duomeny sklaidai vertinti
naudojamas standartinis nuokrypis (standard deviation, arba std. dev.)
s yra kvadratiné Saknis i$ dispersijos. Jo matavimo vienetai tie patys, kaip ir
kintamojo, todél s galima lyginti su x.

Bedimensé sklaidos charakteristika yra variacijos koeficientas:
V=s/Xx.

Jis daznai pateikiamas procentais (sx100/ X ). Variacijos koeficientas parodo
tyrimo tikslumg.

Imties plotis (range) yra absoliutus kitimo matas. Jis lygus maksimalios ir
minimalios imties reik§miy skirtumui: x,) - x).
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Kvartiliais (quartile) vadinami trys taskai, dalijantys kintamojo reik$miy
seka, i$sidésc¢iusig nuo maziausios iki didziausios reik§meés, j keturias dalis,
kuriy kiekvienoje yra po 25 % imties reik§miy. Jie taip pat naudojami im-
ties reik$miy kitimui jvertinti. Apatiniu kvartiliu (lower quartile) Q, laikoma
reik$mé, uz kurig 25 % imties reik$émiy yra ne didesnés, viduriniu kvartiliu
Q, laikoma mediana, o virSutiniu kvartiliu (upper quartile) Q; - reik$mé, uz
kurig 25 % imties reikSmiy yra ne mazesnés. Kvartiliai nepriklauso nuo im-
ties variacines sekos krastiniy reik§miuy, taigi jie nejautris iSskirtims.
Procentiliai. j-osios eilés (j < 100) procentilis P - tai skaitiné reik$me,
uz kurig j % imties reik§miy yra ne didesnés. Pagal apibrézima apatinis ir
virutinis kvartiliai yra atitinkamai 25-osios ir 75-osios eilés procentiliai,
o mediana - 50-osios eilés procentilis. Duomeny analizéje daznai naudoja-
mi 33-osios ir 67-osios eiliy procentiliai - terciliai, dalijantys variacine seka
i 3 lygias dalis. Terciliai ir kvartiliai naudojami kiekybiniam kintamajam
transformuoti j tvarkos. Pavyzdziui, vertinant pacienty gyvenimo kokybe,
jiems pateikiamas klausimynas ir pagal atitinkamg metodika nustatomas
kiekybinis rodiklis — gyvenimo kokybés balas (kuo jis didesnis, tuo individas
geriau vertina gyvenimo kokybe). Sio balo kitimo ribos biina gana placios,
pavyzdziui, tarp 20 ir 60, todél tolesnei analizei ir rezultatams interpretuoti
patogiau individus suskirstyti j tris ar keturias grupes pagal gyvenimo koky-
bés laipsnj. Individai skirstomi j grupes, kurios sudaromos pagal terciliy ar
kvartiliy reiksmes. Pavyzdziui, skirstant individus j 3 grupes, laikoma, kad
gyvenimo kokybé prasta, jei balo reik§mé nevirsija pirmo tercilio; gyvenimo
kokybé vidutiniska, jei balo reik§mé yra tarp pirmo ir antro tercilio; gyveni-
mo kokybé gera, jei balo reik§mé virsija antrg tercilj. Analogiskai individai
gali bati skirstomi j 4 grupes pagal kvartilius. Tokio skirstymo privalumas —
visose grupése individy skaicius beveik vienodas.

Interkvartilinis plotis (quartile range) H = Q; - Q,, t. y. virSutinio ir apati-
nio kvartilio skirtumas, kuris dél nejautrumo i$skirtims naudojamas imties
sklaidai jvertinti.

Vietoj interkvartilinio plocio imties sklaidai vertinti galima naudoti procen-
tiliy skirtuma.

Maziausia imties reik§mé, kvartiliai bei didZiausia reikémé vadinami penkiy
skaiciy santrauka (five-number summary).

Histogramos formos jverciai. Imties reik§més ne visada biina i$sidésciusios
simetriskai ,,centro® atzvilgiu. Jei intervalas nuo didziausios imties reikémés
iki medianos yra ilgesnis uz intervalg nuo medianos iki maziausios reiks-
MES (Xypax = Xpmed > Xmed — Xmin)> turime teigiama asimetrija. Jei intervalas nuo
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maziausios imties reik§més iki medianos yra ilgesnis uz intervalg nuo me-
dianos iki didziausios reik$meés (X ,cq — Xmin > Xmax — Xmed)> turime neigiama
asimetrijag. Duomeny simetri$kumas ar asimetriskumas atsispindi histogra-
moje (1.7 pav.). Jei asimetrija teigiama, vidurkis yra didesnis uz mediana, jei
neigiama - vidurkis mazesnis uz mediang. Duomeny asimetrijai jvertinti
naudojamas asimetrijos koeficientas (skewness) g;:

g =n) (x, = %) [(n—1)(n—-2)s).

Kai g, > 0 - asimetrija yra teigiama, kai g, < 0 — neigiama (1.7 pav.).

Jei rodiklis labai kinta ir jgyja tik teigiamas reik§mes, jo skirstinys dazniau-
siai turi teigiamg asimetrija. Tokie kintamieji nustatomi mikrobiologiniais
bei serologiniais tyrimais: bakterijy skai¢ius meéginyje, troponono, kreatini-
no koncentracija ir pan. Teigiamg asimetrijg sumazina kintamojo logarit-
mavimas (1.8 pav.). Pavyzdziui, logaritmuodami pagrindu 10 skaicius 2; 20;
200; 2000, gauname atitinkamai 0,3; 1,3; 2,3; 3,3. Pirminiy duomeny asime-
trijos koeficientas lygus 1,94, logaritmuoty reik§miy - 0.

10 Moda Mediana Mod
o8 Mediana 10 ediana Moda
26 Vidurkis a g 8 Vidurkis b
S N 6
Q4 A 4
2 2
0 1 0+ .
21 22 23 24 25 26 27 28 21 22 23 24 25 26 27 28
Temperatiira, °C Temperatiira, °C

1.7 pav. Asimetriski duomenys: (a) teigiama asimetrija, (b) neigiama asimetrija

400 350+
350 — 300
a T b
300 2504
250 o
k= & 200+
' 2001 5
< 150
8 150 4 ~
100 100+
50 50+
0 t T t T i i f i 0 T T T T T i t
40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 3,8 4,0 42 44 46 48 5052 54 56

1.8 pav. Ligoniy, serganciy umiais koronariniais sindromais (n = 1998),
kreatinimo koncentracijos histograma: (a) pirminiai matavimai;
(b) logaritmuotos reikSmés
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Histogramos lékstumo matas yra eksceso koeficientas (kurtosis):

g =[n(n+DY" (x, =X N(n—=Ds*)=3(n=1)*1/[(n-2)(n—3)].
Kuo ekscesas didesnis, tuo histograma smailesné.

Isskirtys. ISskirtis (outliers), arba ,siuksles’, rekomenduojama ver-
tinti naudojant vidinius [Q, - 1,5H; Qs + 1,5H] ir iSorinius barjerus
[Q,- 3H; Q;+ 3H] (1.9 pav.). Reik$meés, esancios uz iSorinio barjero riby,
yra isskirtys (extreme outliers, extremes) — jos atmetamos; reik§més, esan-
¢ios tarp vidinio ir iSorinio barjero, yra sglyginés isskirtys (,,mild“ outliers).
Jos tiriamos papildomai.

atmetamos reik§meés (iSskirtys)—————>

iSorinis barjeras

papildomai tiriamos reik§més ——»

vidinis barjeras

mediana

vidinis barjeras

papildomai tiriamos reik§més ———»

iSorinis barjeras

atmetamos reik§més (i§skirtys) ——»

1.9 pav. Imties vidiniai ir iSoriniai barjerai, atmetamos ir papildomai
tiriamos reiksmés

Robastiniai jverciai. Kaip minéta, imtyje esanti viena ar kelios isskirtys ge-
rokai iskreipia vidurkj. I$skirtys taip pat labai keicia dispersija, standartinj
nuokrypj, asimetrijos ir eksceso koeficientus. I$skirc¢iy poveikiui sumazinti
naudojami robastiniai jverciai (robust estimations) — jverciai, nejautras is-
skirtims. Tai nupjautasis vidurkis (trimmed mean), vinzorizuota dispersija
ir kt. Pavyzdziui, imties ,,centrui“ vertinti be medianos dar naudojamas nu-
pjautasis vidurkis (trimmed mean) bei vinzorizuotas vidurkis (winsorized
mean). a % nupjautasis vidurkis skai¢iuojamas atmetus a % maziausiy ir
a % didziausiy imties reik$miy (¢ia 0 < a < 100). a % vinzorizuotas vidurkis
skai¢iuojamas a % maziausiy imties reik§miy pakeitus a eilés procentiliu ir
a % didziausiy imties reik§miy pakeitus (100 — a) eilés procentiliu.
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1.7. Skaitiniy charakteristiky skai¢iavimas ir grafinis
pateikimas

1.4 lenteléje pateikti 30 motery, vyresniy nei 50 m., serganciy iSemine $ir-
dies liga, bendrojo cholesterolio koncentracijos reik§émés bei variaciné
seka ([2]). 1.5 lenteléje pateiktos $io kontingento BC koncentracijos skai-
tinés charakteristikos. I§ 1.5 lentelés matome, kad vyresniy kaip 50 m. mo-
tery, serganciy ISL, BC koncentracija svyruoja nuo 3,83 iki 12,6. Choleste-
rolio vidurkis - 7,095, mediana lygi 7,12, t. y. nedaug skiriasi nuo vidurkio.
Ketvirtadalio tirty motery BC vidurkis mazesnis nei 5,88, ketvirtadalio svy-
ruoja tarp 5,88 ir 7,12 bei atitinkamai tarp 7,12 ir 7,76. Ketvirtadalio motery
BC koncentracija virsija 7,76 (mmol/l).

1.4 lentelé. Vyresniy nei 50 m. motery, serganciy iSemine Sirdies liga,
BC koncentracijos (mmol/l) reiksmés, variaciné seka bei reiksmiy rangai (i)

; r;irlr(lgi;Zs Variaciné seka ; relilgtiflsés Variaciné seka
X X(i) X XGi)
1 5,89 3,83 16 8,19 7,13
2 7,76 5,04 17 8,3 7,13
3 5,38 5,12 18 5,12 7,14
4 7,07 5,2 19 7,13 7,24
5 6,85 5,38 20 7,35 7,34
6 10,9 5,67 21 7,14 7,35
7 5,04 5,71 22 5,2 7,50
8 7,24 5,88 23 5,67 7,76
9 6,2 5,89 24 10,2 7,84
10 12,6 6,2 25 7,34 7,97
11 7,97 6,39 26 7,11 8,19
12 3,83 6,85 27 7,13 8,3
13 7,84 6,92 28 5,88 10,2
14 5,71 7,07 29 7,5 10,9
15 6,92 7,11 30 6,39 12,6

BC dispersija lygi 3,12, standartinis nuokrypis - 1,788, t. y. labai artimas
interkvartiliniam plo¢iui (1,88). Imties skirstinys yra asimetriskas j desine
(1.10 pav.), asimetrijos koeficientas - teigiamas, lygus 1,18. Apatinis vidi-
nis barjeras Q, - 1,5H lygus 3,06, uz jj maZesniy reik§miy néra. Virsutinis
vidinis barjeras Q; + 1,5H lygus 10,58, uz ji didesnés dvi imties reik§més —
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10,9 ir 12,6. Tai salyginés isskirtys. I$orinis barjeras Q; + 3H lygus 13,4, taigi
atmetamy reik$miy imtyje néra.

1.5 lentelé. 30 motery, vyresniy nei 50 m., serganciy ISL, BC koncentracijos
(1.3 lentelé) skaitinés charakteristikos

Charakteristika Zyméjimas Reik$mé
DidZiausia reik§mé Xomaw> X() 12,6
Maziausia reik§meé Komins X(1) 3,83
Vidurkis X 7,095
Mediana Xpned (7,11 + 7,13)/2=7,12
Imties plotis Xpnax = Ximin 12,6 - 3,83 = 8,77
Kvartiliai Q1 Qy Qs 5,88;7,12; 7,76
Interkvartilinis plotis H=Q;-Q 7,76 — 5,88 = 1,88
Dispersija s 3,1198
Standartinis nuokrypis s 1,788
Variacijos koeficientas V=s/x 1,788/7,095 = 0,252
Asimetrijos koeficientas & 1,18
18 7
16 7

2 14

22012 A

% 101

.%“ g -

& 67

a4

'] I
0 — .
0 2 4 6 8 10 12 14
Bendrojo cholesterolio koncentracija (mmol/1)

1.10 pav. Motery, vyresniy nei 50 m. ir serganciy ISL,
BC koncentracijos (mmol/l) histograma

Apie bendra kiekybinio kintamojo imties centro, sklaidos, simetriskumo
bei ekstremaliy (maksimalios ir minimalios) reik§miy vaizda galime spresti
pagal staciakampe diagramg (Box-whisker plot). Staciakampés diagramos
»dézé“ — staciakampis, braizomas nuo pirmojo Q, iki tre¢iojo kvartilio Q;.
Staciakampio viduryje kvadratéliu ar briksniu pazymima mediana. (Kartais
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diagramoje pliusu pazymimas ir vidurkis). Nuo sta¢iakampio $ono bré-
ziami ,,Gsai“ - j vir$y iki maksimalios ir j apacig iki minimalios reik§més
(1.11 pav.).

Staciakampés diagramos ,,dézés“ dydis charakterizuoja imties reik§miy issi-
barstyma. Atstumai nuo ,,asy“ galo iki medianos charakterizuoja asimerija.
Jei virSutinis ,,iisas“ daug ilgesnis uz apatinj, kintamojo skirstinio asimetrija
yra de$inioji, jei trumpesnis — kairioji. Jei ,,asai“ daug ilgesni uz ,,déz¢®, gali-
ma jtarti imtyje esancias iskirtis. Sta¢iakampés diagramos leidzia palyginti
keliy kintamyjy, matuoty tais paciais vienetais, ar to paties kintamojo keliy
im¢iy duomenis.

1.11 pav. pateikta vyresniy nei 50 m. ir serganciy iSemine $irdies liga motery
bendrojo cholesterolio koncentracijos sta¢iakampé diagrama.

13

12

114

10

Bendrojo cholesterolio koncentracija, mmol/l

O Mediana=7,12
1 [ ] 25%-75% = (5,88, 7,76)
T Min-Max = (3,83, 12,6)

Moterys

1.11 pav. Vyresniy nei 50 m. ir serganciy isemine Sirdies liga motery bendrojo
cholesterolio koncentracijos staciakampé diagrama

1.8. Grafinis dviejy kintamyjy pateikimas

Kintamuyjy tarpusavio ry$io analizé pradedama nuo pirminés apzvalgos —
grafinio vaizdo. Dviejy kiekybiniy kintamyjy tarpusavio i$sidéstymas patei-
kiamas skaidos diagrama (1.12 pav.). Ox adyje atidedamos vieno kintamojo
reik$meés, Oy - kito.
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1.12 pav. Ligoniy, serganciy UKS, sistolinio ir diastolinio kraujospiidZio
skaidos diagrama

Kokybinio ir kiekybinio kintamojo tarpusavio pasiskirstymas gali buti pa-
teiktas kategorizuota histograma (1.13 a pav.) ar kategorizuota staciakampe
diagrama (1.13 b pav.). 1.13 a pav. pateiktos ligoniy su Q ir be Q bangos MI
i$stamimo frakcijos (IF) histogramos. 1.13 b pav. pateiktos ligoniy, sirgu-
siy UKS, mirusiy per 1 metus bei i§gyvenusiy, IF stat¢iakampés diagramos
(naudoti tyrimo, aprasyto [2] duomenys). I$ $iy diagramy matome, kad ket-
virtadalis i$gyvenusiy ligoniy turéjo isstimimo frakcijg, mazesne nei 40,
o ketvirtadalio mirusiy per 1 metus ligoniy IF buvo mazesné nei 30. Be to,
mirusiy ligoniy i$stimimo frakcijos interkvartilinis plotis (i$sibarstymo
matas) didesnis nei i$gyvenusiy.

120
a — 70 — b
100 601
80- 50
2, L]
>§ 60 :40’
Q —
30
0 = Mediana
0 L= 20 1 ] 25 %-75 %
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60 10 Min-Max
IF (%): Q bangos MI  IF (%): be Q bangos MI Isgyveno Miré

1.13 pav. Kategorizuota (Q bangos MI ir be Q bangos MI) isstitmimo frakcijos
histograma ir kategorizuota (iSgyvenusiy ir mirusiy per 1 metus)
IF staciakampeé diagrama
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1.9. Grafinis daugiamacio kintamojo pateikimas

Minéjome, kad dvimatis kintamasis, tarkime, (SAS, DAS), vaizduojamas
plokstumoje, trimatis — erdvéje. Kai daugiamacio kintamojo koordinaciy
skaicius virsija 3, sunku grafiskai pavaizduoti jo reiksmes. Pateikiame keleta
daugiamaciy duomeny vaizdavimo buady.

1. Skaidos diagramy matrica (scatter plot matrices). Tai kvadratiné mat-
rica, kurios gardelése pateiktos atitinkamy kintamyjy skaidos diagramos
(1.14 pav.).
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1.14 pav. Echoskopijos rodikliy skaidos diagramy matrica; ¢ia KSGDD - $irdies
galinis diastolinis dydis, USS - uzpakalinés sienelés dydis, KPR, DPR - kairiojo ir
desiniojo priesirdzio dydis

2. Simboliai Zenklai (glyph techniques). Individo daugiamaciam rodikliui
pavaizduoti naudojami jvairas simboliai — veidai, Zvagzdés ir t. t. Trumpai
pateiksime, kaip tai daroma.

Veidai (Chernoff faces). Tai daugiamaciy duomeny vaizdavimo metodas
simboliniu veidu. Individo ar objekto daugiamacio kintamojo koordinatés
pateikiamos kaip veido charakteristikos: galvos 1ékstumas, akiy, vyzdziy dy-
dis, antakiy, nosies ilgis ir plotis, burnos forma ir t. t. Visos koordinatés
(vienmaciai kintamieji) transformuojamos j skaic¢iy tarp 0 ir 1. Kiekviena
koordinaté vaizduojama skirtingu veido bruozu, pavyzdziui, veido plociu,
akiy dydziu, burnos kreivumu, nosies ilgiu ir t. t. 1.15 pav. pateiktas simbo-
linis veidas, apibadintas 10 veido bruozy: kiekvienas veido parametras vaiz-
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duoja skaiciy, esantj tarp 0 ir 1. Veido bruozy yra tiek, kiek yra daugiamacio
kintamojo koordinaciy.

Simboliniu veidu galime pavaizduoti sergamuma jvairiomis vézio rasimis at-
skiruose rajonuose, skirtingy rasiy individy morfometrinius rodiklius ir t. t.

Tarpas tarp akiy
Antakiy nuokrypis

/ Galvos ekscentriSkumas

Akiy ekscentriSkumas
Akies dydis
Vyzdzio dydis

Nosies ilgis
Nosies plotis
Burnos islinkimas

Burnos atvirumas .
Burnos plotis

1.15 pav. Simbolinis veidas, skirtas daugiamaciam kintamajam grafiskai pateikti

Zvaigzdés (star plot). Individas ar kitoks objektas vaizduojamas zvaigzde:
kiekvieng koordinate atitinka Zvaigzdés smailé, o smailés ilgis yra propor-
cingas koordinatés dydziui (1.16 pav.). 1.17 pav. zvaigzde pateiktas 2004 m.
sergamumo uminémis vir§utiniy kvépavimo taky infekcijomis ménesinis
rodiklis (10 000 gyventojy) Vilniaus mieste (12 matavimy kintamasis) bei
epideminis slenkstis (100 susirgimy, tenkanciy 10 000 gyventojy).

Kintl

Kint5 Kint 2

Kint4 Kint3

1.16 pav. Penkiamacio kintamojo (Kintl, Kint2, Kint3, Kint4, Kint5)
pateikimas Zvaigzde
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1.17 pav. Sergamumo timiomis virSutiniy kvépavimo taky infekcijomis rodiklio
(10 000 gyventojy) Vilniaus mieste 2004 m. sezoniskumas
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2 SKYRIUS

Pagrindinés tikimybiy teorijos
savokos ir formulés

Tiek mediky, tiek kity sri¢iy specialisty atliekamus tyrimus galime apiba-
dinti tokia schema:

Atliekamas eksperimentas,

salygos jam atlikti Zinomos Eksperimento rezultatas - Y

Y

Pavyzdziui, elektros srovés priklausomybe nuo jtampos ir varzos nusako
Omo désnis. Zinant jtampg U ir varza R (eksperimento sglygos), pagal for-
mule I = U/R nustatomas srovés dydis I (eksperimento rezultatas Y). Tai yra
determinuotas modelis — Zinant eksperimento salygas, nusakomas eksperi-
mento rezultatas. Taciau yra nemazai eksperimenty, kuriy iseities nusakyti
nejmanoma, nors salygos ir Zinomos. Pavyzdziui, metame monetg (eksperi-
mentas). Zinome, kad iskris arba herbas, arba skaicius, taciau kas — tiksliai
pasakyti nejmanoma. Siuo atveju rezultatas Y yra atsitiktinis. Eksperimen-
tai, kuriy rezultatai atsitiktiniai, vadinami atsitiktiniais, tikimybiniais arba
stochastiniais.

Tikimybiy teorija yra atsitiktiniy rei$kiniy matematinio modelio sudarymo
ir analizés teorija. Zmogaus, kaip sudétingos biologinés sistemos, rodikliai
(SAS, DAS, cholesterolio kiekis ir t. t.) priklauso nuo daugybés faktoriy. Siy
faktoriy tarpusavio sgveikos mechanizmas per daug sudétingas, kad naudo-
jantis determinuotu modeliu buty galima nusakyti SAS, DAS, cholesterolio
koncentracijg ir kitas panasaus pobtidzio charakteristikas. Todél minétus
individo rodiklius tikslinga laikyti atsitiktiniais ir jy analizei naudoti tiki-
mybinius modelius.

39
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2.1. Atsitiktiniai jvykiai. Tikimybes
Viena pagrindiniy tikimybiy teorijos savoky - atsitiktinis jvykis.

Kaip minéta, eksperimento rezultatai yra atsitiktiniai. Atsitiktinés eksperi-
mento baigtys vadinamos atsitiktiniais jvykiais. Eksperimento rezultatus,
kuriy negalime smulkiau i§skaidyti, vadiname elementariais atsitiktiniais
jvykiais. Pavyzdziui, 2 kartus metame monetg. Galimi iei¢iy variantai:
»iSkrito abu herbai® ,iSkrito herbas ir skaicius® ,iSkrito abu skaic¢iai“ Tai
atsitiktiniai jvykiai. Ivykis ,iSkrito herbas ir skaic¢ius“ jvyks tuo atveju, kai
pirmu metimu iskris herbas, antru - skai¢ius (H,S,) arba pirmu metimu
iskris skaicius, antru - herbas (S,H,); t. y. jvykj ,iskrito herbas ir skaic¢ius“
galima isskaidyti i jvykius H,S, ir $,;H,. Toliau jvykiy H,S, ir S,;H, skaidyti
nejmanoma, tad jie ir yra elementaris. Taigi, metant monetg 2 kartus, gali
jvykti Sie elementarus jvykiai: H H, H.S,, S{H,, S;S,. Visy elementariy
jvykiy aibé Zymima Q. Masy nagrinétame pavyzdyje Q = {H,H,, H,S,, $,H,,
S:S,}. Q gali bati baigtiné: Q = {w;, w, ... w,}; ¢ia w; - elementarus jvykis,
arba begaliné. Pavyzdziui, nustatomas kraujo kresé¢jimo laikas. Tai gali bati
bet kuris intervalo (0, T) tagkas. Siuo atveju Q - visi intervalo (0, T) tadkai -
yra begaliné.

Pateiksime supaprastintg atsitiktinio jvykio apibrézima (tikslus matematinis
atsitiktinio jvykio apibrézimas pateiktas vadovéliuose [2, 4, 8, 9]). Atsitikti-
niu jvykiu vadinamas bet kuris elementariy jvykiy aibés Q poaibis. Ivykis
A, sutampantis su Q (A = ), vadinamas batinu jvykiu. Jvykis, neturintis
né vieno elementaraus jvykio, vadinamas negalimu ir Zymimas Q.

Veiksmai su jvykiais. Kadangi jvykiai yra aibés (2 poaibiai, su jais atliekami
tokie patys veiksmai, kaip ir su aibémis.

1. Ivykis A vadinamas jvykio B poaibiu ir Q
zymimas A C B, jei jvykus A, jvyks ir B. Pa-
vyzdziui, tiriamas sergamumas CD. Kiekvie-
nam individui nustatomas vienas i atvejy:
{,neserga®, ,serga I° CD% ,serga II° CD“}. B
Tuomet ,,serga [° CD“  serga CD“

2. Jvykiy A ir B suma A + B vadinamas jvykis,
ivyksiantis tuomet, kai jvyks arba A, arba B,
arba A ir B kartu. Pavyzdziui, A = ,$eimoje yra
bent viena mergaité, B = ,,$eimoje yra bent
vienas berniukas“; A + B = ,,$eimoje yra bent
vienas vaikas®
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3. Ivykiy A ir B sandauga AB vadinamas jvy-
kis, jvyksiantis tuomet, kai jvyks ir A, ir B.
Pavyzdziui, 1891 m. surasant Anglijos ir Vel-
so gyventojus, buvo renkami duomenys apie
tévy ir vaiky akiy spalva. Pazymékime A =
tamsiaakis tévas‘, B = ,tamsiaakis stunus®
Tuomet AB = ,tamsiaakis tévas ir tamsiaakis
sanus®.

o]

4. JTvykiai A ir B nesutaikomi, jei jie negali
jvykti vienu metu: AB = @. Pavyzdziui, A =
»individas serga I° CD%, B = ,individas serga
II° CD*. Tuomet AB = Q.

(o
O,

5. Ivykiy A ir B skirtumu A\B vadinamas jvy-
kis, jvykstantis tuomet, kai A jvyks, o B ne-
ivyks. Pavyzdziui, A = ,individas serga CD"
B = ,individas serga I° CD“. Tuomet A\B =
»individas serga II° CD

.

6. Ivykis 4 = Q\A vadinamas priesingu jvy-
kiui A, jei jis jvyks tuomet, kai nejvyks jvykis
A. Pavyzdziui, A = ,,individas serga CD*. Tuo-
met 4 = ,individas neserga CD*

@

Kadangi eksperimento iseitimis gali buti keli atsitiktiniai jvykiai, pageidau-
tina Zinoti kiekvieno jvykio galimybe jvykti, t. y. norima jvertinti kiekvieno
jvykio tikétinuma. Dél to jvedama tikimybés savoka. Tikimybé yra atsitik-
tinio jvykio galimybés jvykti (,,dydZio) skaitinis matas - skaicius tarp 0
ir 1. Jvykio A tikimybé Zymima P(A).

Statistinis tikimybés apibrézimas. Tarkime, tg patj eksperimentg kartoja-
me 7 karty. Siy n eksperimenty metu jvykis A jvyko m karty. Pazymékime:
p,=m/n.

Sakykime, didéjant n, santykis p, artéja prie skaiciaus p. Tuomet p vadina-
mas jvykio A tikimybe ir Zymima P(A) = p.

Statistiné tikimybé nustatoma jvykiams ,serga liga X% ,lankosi privacioje
klinikoje®, ,,gimé berniukas® ir t. t. Pavyzdziui, ilgamecio naujagimiy regis-
travimo duomenys rodo, jog kasmet gimsta mazdaug 51 % berniuky. Taigi
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berniuko gimimo tikimybé laikoma lygia 0,51. Tikimybé procentais supran-
tama kaip jvykio A pasirodymy skaicius atlikus 100 eksperimenty.

Klasikinis tikimybés apibréZzimas. Sis apibrézimas naudojamas tik tada, kai
elementariy jvykiy skai¢ius yra baigtinis ir visi elementaras jvykiai vienodai
galimi. Jvykio A tikimybé P(A) apibréziama santykiu:

P(A) = k/n;

¢ia n - visy elementariy jvykiy skaicius (galimy jvykiy skaicius), k - j jvykj A
jeinanciy elementariy jvykiy skaicius (palankiy jvykiui A elementariy jvykiy
skaicius).

2.1 pavyzdys. Metame kauliukg. Kokia tikimybé, kad iskris i§ 3 dalus akiy
skai¢ius? Pazymékime: Q) - elementariy jvykiy aibé, A = ,,iskrito i§ 3 dalus
akiy skaic¢ius® Q susideda i$ 6 elementariy jvykiy Q = {0, 0, ... wg}; ¢ia w; =
»iskrito i akiy®, A = {w;, we}. Galimy jvykiy skaicius # lygus 6, k = 2, P(A) =
k/n=2/6=1/3.

Aksiominis tikimybés apibréZimas (matematinis apibrézimas pateiktas
vadovéliuose [2, 4, 8, 9]). Ivykio A tikimybe vadinama skaitiné funkcija P,
tenkinanti Sias salygas:

1) P(A) = 0 - tikimybé neneigiama;

2) P(Q) =1 - batino jvykio tikimybé lygi 1;

3) P(A + B) =P(A) + P(B), jei AB = @ - kai A ir B nesutaikomi, jy sumos
tikimybé lygi A ir B tikimybiy sumai.

Sis tikimybés apibrézimas bendresnis uz klasikinj ir statistinj: eksperimenty
kartoti nereikia, elementariy jvykiy aibé gali bati begaliné, o elementarts
jvykiai nebutinai vienodai galimi.

2.2. Pagrindinés tikimybiy skai¢iavimo taisyklés.
Salyginés tikimybeés. |vykiy nepriklausomumas

I$ aksiominio tikimybés apibrézimo 1-3 salygy isplaukia tikimybiy skaicia-
vimo formulés:

1) P(Q)=0;

2) P(A\B) = P(A) - P(AB);

3) P(A + B) =P(A) + P(B) - P(AB); jei A ir B nesutaikomi (AB = @), tuo-
met P(A + B) = P(A) + P(B);

4) P(A)=1-PA).

Siy savybiy taikymg tikimybéms skaiciuoti iliustruosime pavyzdziu. Drau-
dimo agentas analizavo sutuoktiniy lankymosi privaciose klinikose désnin-
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gumus. Tyrimo metu atlikta abiejy sutuoktiniy apklausa: fiksuota sutuokti-
nio lytis (reik§més V, M) ir ar jis lankosi privacioje klinikoje (reik§meés +, -).
Atsitiktinai parinkto asmens galimi $ie atsakymy variantai (elementaras
jvykiai): V+, V-, M+, M-. Atsitiktinai parinktos Seimos galimi $ie atsa-
kymy variantai: (V+, M+), (V-, M+), (V+, M-), (V-, M-). Tyrimo metu
nustatyta, kad 25 % Seimy abu sutuoktiniai lankosi privaciose klinikose,
25 % Seimy konstatuota (V+, M-), 25 % Seimy - (V-, M+) ir 25 % $ei-
my - (V-, M-). Taigi turime atitinkamy jvykiy statistines tikimybes:
P((V+, M+)) = P((V+, M-)) = P((V-, M+)) = P((V-, M-)) = 0,25.
Tikimybé, kad vyras lankosi privacioje klinikoje, skai¢iuojama:

P(V+) = P((V+, M+) arba (V+, M-)) = (P((V+, M+)) + P((V+, M-)) =0,5
(jvykiai (V+, M+) ir (V+, M-) nesutaikomi — kartu jvykti negali). Analogis-
kai P(M+) = 0,5; P(V=) = 1 - P(V+) = 0,5.

Salyginé tikimybé. Jvykio A tikimybe galima skaiciuoti ir tuo atveju, kai
jvykis B yra jvykes. Tokia tikimybé vadinama jvykio A salygine tikimybe ir
zymima P(A|B) (jvykio A tikimybé su salyga, jei jvyko B). Salyginé tikimybé
skai¢iuojama naudojant besglygines tikimybes:

P(4B)

P(4|B) = P(B)

Pavyzdziui, draudimo agentas noréjo nustatyti, ar vieno sutuoktinio lan-
kymasi privacioje klinikoje veikia faktas, kad joje lankosi kitas sutuoktinis.
Kitaip tariant, draudimo agentas noréjo patikrinti, ar salyginés tikimybés
P(V+|M+) ir P(V+|M+) yra lygios; ¢ia P(V+|M+) - tikimybé, jog vyras lan-
kosi privacioje klinikoje su salyga, kad joje lankosi jo zmona. Tyrimo metu
nustatyta: 50 % motery lankosi privaciose klinikose. Taigi turime:

P(V+,M+)
P(M+)
Analogiskai P(V+|M+) = 0,5 = P(V+).

Gavome, kad salygineés tikimybés P(V+|M+) ir P(V+|M+) yra lygios besg-
lyginéms, taigi Zmonos lankymasis privacioje klinikoje neturi jtakos vyro
lankymuisi. Analogi$kai gauname, kad P(M+|V+) = P(M+|V-) = 0,5.

P(V+| M+) = =0,5=P(V+).

Ivykiy nepriklausomumas. [vykiai A ir B yra nepriklausomi, jei sglyginé
tikimybé P(A|B) lygi besalyginei: P(A|B) = P(A). Atsizvelge j P(A|B) bei
P(AB), P(B) tarpusavio priklausomybe, galime pateikti jvykiy A ir B nepri-
klausomumo apibrézima: jvykiai A ir B yra nepriklausomi, jei:

P(AB) = P(A) P(B).
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Remiantis tyrimy duomenimis, galima tvirtinti, kad Zzmonos lankymasis
ar nesilankymas privacioje klinikoje neturi jtakos vyro lankymuisi joje:
P(V+|M+) = P(V+|M-) = P(V+). Pagal apibrézima jvykiai (V+) ir (M+) yra
nepriklausomi, nes jy sandaugos tikimybé lygi atitinkamy tikimybiy san-
daugai:

P(V+ir M+) = P(V+) P(M+) = 0,5 x 0,5 =0,25.

2.2 pavyzdys. Nustatysime tikimybe, kad i$ 3 Seimoje gimusiy vaiky nebuvo
berniuko, buvo 1, 2 ir 3 berniukai. Daroma prielaida, kad vaiko lytis ne-
priklauso nuo anksc¢iau gimusio vaiko lyties, o tikimybé berniukui gimti
lygi 0,51. Pazymékime jvykj B = ,,gimé berniukas, M = ,,gimé mergaité".
Tuomet P(B) = 0,51, P(M) =1 - 0,51 = 0,49, P(,,i$ 3 vaiky néra berniuko®) =
P(MMM) = 0,49%x0,49x0,49 = 0,11765. Seimoje, kurioje yra vienas berniu-
kas ir dvi mergaités, galimos $ios vaiky ly¢iy kombinacijos: BMM, MBM,
MMB. Kiekvienos kombinacijos tikimybé lygi 0,51x0,49%0,49 = 0,12245.
Ivykiai BMM, MBM ir MMB nesutaikomi, todél jy sumos tikimybeé lygi
jvykiy tikimybiy sumai:

P (,i§ 3 vaiky 1 berniukas“) = P(BMM + MBM + MMB) = 3x0,12245 =
0,36745. Analogiskai P(,i§ 3 vaiky 2 berniukai“) = P(BBM + MBB +
BMB) = 3x0,51x0,51x0,49 = 0,38235 ir P(,yvisi 3 berniukai“) = P(BBB) =
0,51x0,51x0,51 = 0,13265.

2.3. Pilnosios tikimybeés formulé. Bajeso formulé

Kartais jvykio A tikimybé Zinoma tik tam tikroje populiacijos dalyje, t. y.
zinoma P(A|H,) ... P(A|H,), ¢ia Hy, H, ... H, - jvykiai, nurodantys populia-
cijos dalj. Pavyzdziui, populiacijos individai pagal amziy suskirstyti j tris
grupes: iki 40 m.; 40-65 m.; daugiau kaip 65 m. Zinomos jvykio A tikimybés
amziaus grupése P(A|H,), P(A|H,), P(A|H,); ¢ia H, = ,individas iki 40 m.
amziaus®, H, = ,individo amzius 40-65 m., H; = ,,individo amzius daugiau
kaip 65 m.“ Tokiu atveju jvykio A tikimybé visoje populiacijoje skaic¢iuoja-
ma pagal pilnosios tikimybés formule, kurios taikymo salygas nurodo pa-
teikta teorema.

Teorema. Sakykime, H,, H, ... H; - atsitiktiniai jvykiai, tenkinantys salygas:
1) H,+H,+ ...+ H,=Q (bent vienas $iy jvykiy batinai jvyks);

2) P(H;)>O0visiemsi=1,2 ...k (tarp $iy jvykiy néra negalimy);

3) HH, =@, visiems i # j (Sie jvykiai negali jvykti vienu metu).

Tuomet teisinga pilnosios tikimybés formulé:

P(A) = P(A|H,)P(H,) + P(A|H,)P(H,) + ... + P(A|H,)P(H,).



2 SKYRIUS
Pagrindinés tikimybiy teorijos sgvokos ir formulés

45

Sios teoremos taikyma iliustruosime pavyzdziu.

2.3 pavyzdys. Mokslinéje konferencijoje dalyvavo 20 psichology, 20 psichiat-
ry ir 10 terapeuty. Tikimybé, kad preparato X vartojimg Zino psichologas,
lygi 0,2, psichiatras — 0,5, terapeutas — 0,7. Kokia tikimybé, kad atsitiktinai
sutiktas konferencijos dalyvis zinos, kaip vartoti preparatg X?

Pazymékime jvykius:
A = ,konferencijos dalyvis Zino, kaip vartoti preparatg X
H, = ,konferencijos dalyvis psichologas®,

H, = ,konferencijos dalyvis psichiatras®,
H; =, konferencijos dalyvis terapeutas®.

Siy jvykiy tikimybés bei jvykio A salyginés tikimybeés lygios:

P(H,) = 20/50 = 0,4; P(H,) = 20/50 = 0,4; P(H;) = 10/50 = 0,2;

P(A|H,) = 0,2; P(A|H,) = 0,5; P(A|H;) = 0,7.

Taikydami pilnosios tikimybés formule, skai¢iuojame besalygine jvykio A
tikimybe:

P(A) =0,2x0,4 + 0,5%0,4 + 0,7x0,2 = 0,08 + 0,2 + 0,14 = 0,42.

Taigi tikimybé, kad atsitiktinai sutiktas konferencijos dalyvis zinos, kaip
vartoti preparata X, lygi 0,42.

Bajeso (Bayes) formulé. Pilnosios tikimybés formulé naudojama jvykio,
jvyksiancio ar nejvyksiancio eksperimento metu, tikimybei apskaiciuoti.
Sakykime, jvykiai H,, H, ... H; tenkina pilnosios tikimybés teoremos sa-
lygas. Siy jvykiy tikimybés P(H;) Zinomos iki eksperimento ir vadinamos
apriorinémis (zZinomomis iki eksperimento). Sakykime, eksperimento metu
ivykis A jvyko. Kokia tikimybe, kad jvyko jvykis H;? Tikimybei P(H}|A) skai-
¢iuoti naudojama Bajeso formulé:

) P(H,)P(A|H )
" P(H\)P(A|H,)+ P(H,)P(A| H,) + ...+ P(H,)P(A| H,)

P(H, | 4)

Tikimybe P(H|A) galima apskaiciuoti tik po eksperimento, kurio metu jvy-
ko jvykis A. Todél tikimybés P(H;|A) vadinamos aposteriorinémis (Zinomo-
mis po eksperimento).

Bajeso formulé yra viena dazniausiai medicinoje naudojamy tikimybiy teo-
rijos formuliy. Pavyzdziui, Bajeso formulé jgalina jvertinti infekcinio susir-
gimo, diagnozuojamo remiantis testo rezultatu, tikimybe pagal testo iSeit].
Pazymékime atsitiktinius jvykius: T+ ir T- - testo rezultatas teigiamas ir
neigiamas, D+ - individas serga, D- - individas neserga. Bajeso formulé
susirgimo tikimybei skaiciuoti, kai testo rezultatas teigiamas, yra tokia:
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P(T+| D+)P(D+)
P(T+| D+)P(D+) + P(T+| D-)P(D-)’

P(D+|T+) = (2.1)

¢ia P(D+) - tikimybé, kad individas serga, ir P(D-) - kad neserga. Sios ti-
kimybés jvertinamos remiantis epidemiologiniais duomenimis. Tikimybés
P(T+|D+) ir P(T+|D-) jvertinamos eksperimentiskai, atliekant testo mégi-
nius sergantiems ir nesergantiems. Tai statistinés tikimybés.

2.4 pavyzdys ([5, 100 p.]). TBC testas yra tuberkulino odos méginys. Laiko-
ma, kad $io testo rezultatas teigiamas, jei paraudimo spindulys virsija 5 mm.
Remiantis serganc¢iy TBC (D+) ir neserganciy TBC (D-) vaiky testo tyrimo
duomenimis, norima jvertinti vaiky susirgimo TBC tikimybe, kai tuber-
kulino testo rezultatas yra teigiamas. Tyrime dalyvavo 10 000 vaiky; i$ jy
100 sirgo TBC. Serganciy ir neserganciy TBC vaiky testo rezultatai pateikti
2.1 lenteléje.

2.1 lentelé. Serganciy ir neserganciy TBC vaiky testo rezultatai

SERGAMUMAS ;
18 viso
Serga Neserga
N % N % N %
TESTO Teigiamas 96 (96) 594 (6) 69 7)
REZULTATAS Neigiamas 4 (4) 9306 (94) 9310 (93)
I§ viso 100 (100) 9900  (100) 10000  (100)

Vaiky susirgimo TBC tikimybe, kai tuberkulino testo rezultatas teigiamas,
P(D+|T+) skai¢iuosime naudodamiesi Bajeso formule (2.1). 2.1 lentelés
duomenimis, epidemiologiniy duomeny pagrindu jvertintos tikimybés (sta-
tistinés) yra tokios: P(D+) = 100/10 000 = 0,01; P(D-) = 0,99; P(T+|D+) =
0,96; P(T+|D-) = 0,06. Todél:

P(D+|T+) = 0,96x0,01 / (0,96x0,01 + 0,06x0,99) = 0,139.

Nustatéme, kad tik 13,9 % vaiky, kuriy tuberkulino testo rezultatas teigia-
mas, serga TBC.

2.4. Atsitiktiniai dydZiai

Atsitiktinai atrinkto populiacijos individo sveikatos buklés bei kitus ro-
diklius galima laikyti atsitiktiniais. Taigi, fiksuodami atsitiktinai i studija
jtraukto ligonio tyrimy rezultatus, susiduriame su atsitiktiniais jvykiais.
Atsitiktinis jvykis yra glaudziai susijes su atliekamu eksperimentu. Pavyz-
dziui, klinikinéje epidemiologijoje tirdami koronary pazeidimo bukle, su-
siduriame su atsitiktiniais jvykiais: ,néra pazeisty koronary®, ,koronary
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pazeidimai nevirsija 50 %, ,koronary pazeidimai virsija 50 %" Epidemio-
logai, analizuojantys CD paplitima, susiduria su jvykiais: ,,individas neserga
CDY ,individas serga I° CD" ,,individas serga II° CD® Sociologas, atsitikti-
nai sutiktam pilieciui pateikes klausima: ,,Kaip vertinate politiko X veiklg?®,
susiduria su atsitiktiniais jvykiais: ,vertinu teigiamai®, ,vertinu neigiamai“
ir ,neturiu nuomonés®. Minéty tyrimy (eksperimenty) tikslai skiriasi, skir-
tingi elementarts jvykiai, taciau visy trijy eksperimenty metu gaunami
3 elementaris jvykiai, t. y. visy $iy eksperimenty elementariy jvykiy aibé
yra Q = {w;, w,, w;}. Todél reikalingi abstraktesni tikimybiniai modeliai,
apibendrinantys daug i$ prigimties skirtingy eksperimenty. Tam reikalinga
atsitiktinio dydZio savoka (matematiskai tikslus atsitiktinio dydzio apibrézi-
mas pateiktas vadovéliuose [2, 4, 8, 9]).

Atsitiktinis dydis (ats. d.) yra atsitiktinio jvykio vienareik§mé skaitiné
funkcija, t. y. ats. d. nusako taisykle, pagal kuria kiekvienam atsitiktiniam
jvykiui priskiriama skaitiné reik§mé. Pavyzdziui, uzuot nagrinéje visus
3 anksc¢iau minéty tyrimy metu gautus jvykius, galime nagrinéti atsitiktinj

dydj X:

1, jei individas serga I° CD 2, jei ,vertinu neigiamai“

0, jei individas neserga CD 1, jei ,vertinu teigiamai®
X= arba X =
2, jei individas serga II° CD 3, jei ,neturiu nuomoneés”

Atsitiktinis dydis vadinamas diskreciuoju, jei jis jgyja baigtinj arba suskai-
¢iuojamga reik§miy skaic¢iy. Diskretusis atsitiktinis dydis X visiskai apibrézia-
mas i$vardijus jgyjamas reikSmes x; ir jy jgijimo tikimybes p;:

x X, X, X3

P{X=x} P J2) ps

Pavyzdziui, ats. d. X - berniuky skaicius 3 vaiky Seimoje. Ats. d. X jgyjamos
reik§més yra 0, 1, 2, 3, §iy reik§miy tikimybés apskaiciuotos 2.3 skyriuje.
Ats. d. X skirstinys yra:

X 0 1 2 3
P{X=x} 0,11765  0,36745  0,38235 0,13265

Kokybinio kintamojo tikimybinis (statistinis) modelis yra diskretusis ats. dy-
dis. Pavyzdziui, ats. d., jgyjantis 1, 2, 3 reikSmes (arba bet kokias 3 skirtingas
reik$mes) su nelygiomis 0 tikimybémis, yra visy 3 anks¢iau minéty eksperi-
menty tikimybinis modelis. Ats. d. Y, jgyjantis 2 reik§émes — 1 su tikimybe 1t
ir 0 su tikimybe (1 - m) — yra daugelio fizine prasme skirtingy eksperimentuy,
kuriy metu galimos tik 2 iSeitys, tikimybinis modelis.
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Atsitiktinis dydis X vadinamas absoliu¢iai tolydZiuoju, jei egzistuoja nenei-
giama funkcija p(x), tokia, kad:

PMSM=Imw®A

Funkcija F(x) = P{X < x} vadinama ats. d. skirstinio funkcija. Ji visiskai
charakterizuoja atsitiktinj dydj X. Siame vadovélyje absoliuciai tolydzius
ats. dydzius vadinsime tiesiog tolydziaisiais. Funkcija p(x) vadinama at-
sitiktinio dydzio X tankio funkcija, arba tankiu. Tankio funkcija galima
interpretuoti taip: tikimybé, kad tolydusis atsitiktinis dydis X pateks i in-
tervalg [a, b], lygi plotui, apribotam tankio kreive bei tiesémis y = 0, x = a,
x =b (2.1 pav.). Jei atsitiktinis dydis X yra tolydusis, tuomet tikimybé, kad
X lygus konkrediai reik§mei, lygi 0:

P{X=a}=0.

Atsitiktiniam dydziui apibudinti vartojamas terminas - atsitiktinio dydzio
skirstinys — yra taisykle, visiskai nusakanti ats. d. Tolydziojo ats. d. atveju
skirstinys — tankio nusakymo taisyklé (formulé). Diskreciojo ats. d. atveju
skirstinys - jgyjamy reik$miy ir tikimybiy nustatymo taisyklé. Jei atsitikti-
nis dydis yra tolydusis, jo skirstinj vadinsime tolydziuoju, o jei diskretusis —
diskreciuoju.

Ats. d. X tankio

/ funkcija

Plotas lygus
Pla<X<b}

a b

2.1 pav. Tankio funkcija ir ats. d. patekimo j intervalg [a, b] tikimybé
b
Pla<X<b}= fp(y)dy

Jei tolydziojo ats. d. X tankio funkcija yra simetriska (t. y. p(x) = p(-x)),
ats. d. X skirstinys yra simetriskas.

Kvantilio savoka. Zinodami ats. d. X tankio funkcija ir taskus a, b, galime
apskaiciuoti tikimybe, kad X pateks j intervalg [a, b], P{a < X < b}. Atvirks-
¢iai, sakykime, turime skaiciy P, esantj tarp 0 ir 1. Kaip rasti taskus a(P) ir
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b(P), kad buty teisinga lygybé P{a(P) < X < b(P)} = P? Atsakymas néra vie-
nintelis: tokiy pory a(P) ir b(P) yra be galo daug. Uzdavinj supaprastinsime:
tegul ats. dydzio tankis yra simetriskas, a(P) = -b(P) = ¢(P) > 0 (2.2 pav.).
Tuomet

P{-c(P) < X < c(P)} =P, (2.2)
0 P{X > c(P)} = (1 - P)/2, P{X < -c(P)} = (1 - P)/2.

Si uzdavinj galime formuluoti ir taip: Zinant plota P po tankio kreive, reikia
rasti ji ribojancius simetriskus tasgkus.

Plotas = P

Plotas = (1—P)/2 Plotas = (1—P)/2

—¢(P) 0 c(P)

2.2 pav. Priklausomybés P{-c(P) < X < ¢(P)} = P grafinis pateikimas,
kai tankis yra simetriskas

Tokj uzdavinj nesunku i$spresti jvedus kvantilio sgvoka. Sakykime, o yra
skaicius tarp 0 ir 1, o X - atsitiktinis dydis. Atsitiktinio dydzio X a lygio (ei-
lés) kvantiliu (a kvantiliu) vadinamas skaicius x,, tenkinantis nelygybe
P{X < x,} < a < P{X < x,}. Kitaip tariant, x, yra maziausia x reik§meé, tenki-
nanti nelygybe: a < P{X < x}. Jei ats. d. X yra diskretusis, jgyjantis reiksmes
X15 Xy oo X ... SU tikimybémiis py, p, ... py ..., tai x; bus o lygmens kvantiliu, jei

op<asy b

Tolydziojo atsitiktinio dydzio X kvantilis (2.3 pav.) apibréziamas lygybe:
P{X < x,} = a (jei skirstinio funkcija P{X < x} monotoniskai didéjanti;
$is tvirtinimas teisingas visoms vadovélyje pateiktoms tolydziojo ats. d.
funkcijoms), be to, ats. d. X teisinga lygybé P{X > x,} = 1 - a. Kvanti-
liy terminais, (2.2) formuléje —c(P) = X py = ~Xaipys ¢(P) = X(ipp2
arba P{-x(,p, < X < x(,p2} = P. Pazyméje P = 1 - a, (2.1) formule gali-
me perrasyti taip: P{x,;, < X < x,_,5»}. Simetrisko nulio atzvilgiu skirstinio
kvantiniai tenkina salyga: x, = -x,_, (2.4 pav.).
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Kituose skyriuose susidursime dazniausiai su tolydziyjy skirstiniy kvanti-
liais. Kai kuriy skirstiniy kvantiliai pateikti lentelése arba statistinémis funk-
cijomis skai¢iuoklése. Matematinés statistikos lentelése dazniausiai pateikia-
mi ne skirstinio kvantiliai, o jiems ekvivalencios charakteristikos — kritinés
reik§més. Pagal apibrézima, p-toji kritiné reik§mé sutampa su (1 - p) lygio
kvantiliu.

Ats. d. X tankio
funkcija

Plotas lygus o

Plotas lygus 1 — a

Xa

2.3 pav. Tolydziojo ats. d. kvantilis

Ats. d. X tankio

funkcija
G\A

Plotas lygus 1 — Plotas lygus 1 —a

Xi-g = Xa 0 Xa

2.4 pav. Tolydziojo simetrisko skirstinio kvantilis

a lygio kvantilis, kai a pateikiamas procentais, vadinamas a procentiliu. Pa-
vyzdziui, x,,5 yra 0,25 lygio kvantilis, arba 25 % procentilis. 25 %, 50 % ir
75 % eilés procentiliai (arba 0,25, 0,5 ir 0,75 lygio kvantiliai) vadinami ats. d.
kvartiliais.

Atsitiktiniy dydziy nepriklausomumas. Ats. dydziai X ir Y vadinami ne-
priklausomais, jei P{X < x, Y < y} = P{X < x}xP{Y < y} visiems realiems x
ir y.

Ats. d. skaitinés charakteristikos. Kaip jau minéjome, atsitiktinj dydj visis-
kai charakterizuoja jo skirstinio funkcija F(x) = P{X < x} arba tolydZiuoju
atveju - tankis, o diskreciuoju atveju - jgyjamos reiksmeés su tikimybémis.
Taciau praktikoje atsitiktiniam dydziui apibadinti daznai pakanka ir ne to-
kiy i$samiy charakteristiky.
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Vidurkis. Tai atsitiktinio dydzio jgyjamy reik§miy grupavimosi centras.
Ats. d. X vidurkis zymimas EX. Jei ats. d. yra diskretusis, jo vidurkis skai-
¢iuojamas:

EX=xp+%ps+ .. + X0+ .= Z,-xfpi ;

¢ia (x;, p;) — ats. d. jgyjamos reiksmés ir jy jgijimo tikimybeés. Jei ats. d. yra
tolydusis, jo vidurkis skai¢iuojamas:

EX = jxp(x)dx; dia p(x) — ats. d. X tankis.

Pagrir;dinés vidurkio savybés:

1) pastovaus dydzio vidurkis lygus jam paciam: EC = C.

2) pastovy dydj galima igkelti prie$ vidurkio Zenkla: E(CX) = CEX.

3) ats. d. sumos vidurkis lygus jy vidurkiy sumai: E(X + Y) = EX + EY.
2.5 pavyzdys. Nustatysime, kiek vidutiniskai 3 vaiky Seimoje yra berniuky.
Pazymékime ats. d. X - berniuky skaicius 3 vaiky Seimoje. Tuomet X vidur-
kis lygus:

EX =0x0,11765 + 1x0,36745 + 2x0,38235 + 3x0,13265 = 1,5301.

Taigi 3 vaiky Seimoje vidutinigkai yra 1,53 berniuky.

Moda. Tolydziojo skirstinio atveju moda yra tankio maksimumo taskas. Jei
tankis turi vieng maksimuma, toks skirstinys vadinamas unimodaliniu. Dis-
kreciojo skirstinio atveju moda yra ,,patikimiausia“ reik$meé, t. y. reik§mé X,
su kuria tikimybé P{X = x,} yra didziausia. Atsitiktinis dydis su unimodali-
niu skirstiniu turi vieng ats. d. grupavimosi (sankaupos) taska.

Dispersija apibudina ats. d. reik§miy i$sibarstyma aplink vidurkj. Ats. d. X
dispersija lygi:

DX = E(X - EX).

Ats. d. X dispersija kartais patogiau skaiciuoti pagal tokig formule: DX =
EX? - (EX)?. Dydis EX? diskreciojo skirstinio atveju lygus:

EX?* = Zi xi2 D,

ir atitinkamai tolydziojo skirstinio atveju:
EX? = szp(x)dx-

Pagrindinés dispersijos savybés:

1) dispersija neneigiama: DX > 0;

2) pastovaus dydzio dispersija lygi 0: DC = 0;
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3) pastovus dydis pries dispersijos Zenklg iSkeliama pakélus kvadratu:
D(CX) = C2DX;

4) jei ats d. X ir Y yra nepriklausomi, jy sumos dispersija lygi dispersijy
sumai: D(X + Y) = DX + DY.

Standartinis nuokrypis o yra kvadratiné $aknis i§ dispersijos: 0 = VDX .
Standartinis nuokrypis taip pat charakterizuoja ats. d. i§sibarstyma aplink
vidurkj, tik 0 dimensija sutampa su ats. d. X dimensija.

Asimetrijos koeficientas lygus E(X - EX)*/(DX)*?. Jis apibudina ats. d.
skirstinio simetriskuma vidurkio atzvilgiu.

Ekscesas lygus E(X - EX)*/(DX)?* - 3. Tolydziojo skirstinio atveju ekscesas
apibtdina tankio kreivés smailiavir§iniskuma.

2.5. Normalusis skirstinys. Skirstiniai, susije su normaliuoju

Statistikoje dazniausiai naudojamas skirstinys yra normalusis, arba Gauso.
Sakoma, kad ats. d. X skirstinys yra normalusis, jei tankis apibréziamas pa-
gal formule:

1
0,0 (X)= N

¢ia m ir 0 — normaliojo skirstinio parametrai; m gali buti bet koks skaicius,
o - tik teigiamas. Normaliojo skirstinio tankio funkcija yra varpo formos,
turinti maksimuma taske m bei simetriska tasko m atzvilgiu. Parametras m
reguliuoja tankio ,centrg“ (varpo virSine), parametras o — varpo ,plotj
(2.5 pav.). Kuo mazesnis o, tuo labiau suspausta (2.3) kreivé, kuo didesnis o,
tuo labiau i$siplétes tankis (2.5 pav.).

exp{—(x—m)* /(26 *)}; (2.3)

Jei atsitiktinio dydzio X skirstinys yra normalusis su parametrais m ir o?
(8is faktas simboliskai Zymimas X~N(m, ¢2)), tai ats. d. X vidurkis lygus m,
dispersija 02, standartinis nuokrypis - o: EX = m, DX = ¢°. Parametras o
charakterizuoja atsitiktinio dydzio i$sibarstyma aplink vidurkj. Normaliojo
skirstinio asimetrijos koeficientas lygus 0 (tankis simetriskas vidurkio at-
zvilgiu), ekscesas lygus 0, o skirstinio funkcija lygi (2.6 pav.):

! fexpt=(y—=m)* /(25 *)}dy - (2.4)

V2o

Jeiats. d. X skirstinys yra normalusis su parametrais (m, 0%), tai ats. dydzio X
tiesinés transformacijos Y = aX + b (taip pat ats. dydzio) skirstinys bus nor-
malusis su parametrais (am + b, a*0?). Tai jrodoma remiantis vidurkio ir dis-
persijos savybémis: EY = E(aX + b) =E(aX) + Eb=am + b; DY =D(aX + b) =
D(aX) = a’DX = a’c>.

O(x,m,c) =
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m

2.5 pav. Normaliojo skirstinio tankis

1,0
0,8

0,6

F (x)

0,4 -

0,2

0,0

2.6 pav. Normaliojo ats. d. skirstinio funkcija (m =5, 0= 1)

Normalusis skirstinys pasizymi stabilumu: nepriklausomy normaliyjy ats. d.
suma taip pat yra normalusis atsitiktinis dydis. Jei nepriklausomo atsitiktinio
dydzio X; skirstinys yra normalusis su parametrais (m;, 6 ),i =1... n,tuomet
sumos S, = (X; + X, + ... + X,) skirstinys bus normalusis. Sumos §,, skirstinio
parametrai ES, ir DS, nustatomi remiantis vidurkio ir dispersijos savybé-
mis: ES,=E(X,+ X, + ...+ X,)=EX,+ EX, + ... + EX,=m;+ my, + ... + m,,
DS,=DX, + DX, + ... + DX, = 6] + 6] +...+ 5 .. Taigi sumos S, skirstinys
yra normalusis su parametrais (m, + m, + ... + m,, G+ 6, +..+ G ).
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Normaliajam skirstiniui teisinga vienos, dviejy ir trijy sigmy taisyklé:
o patekimo j intervalg [m - o, m + o] tikimybé — mazdaug 0,68;

o patekimo j intervalg [m - 20, m + 20] tikimybé - mazdaug 0,95;
 patekimo j intervalg [m - 30, m + 30] tikimybé — mazdaug 0,997.

Vienos, dviejy ir trijy sigmy taisyklé iliustruota 2.7 pav.

m-3c m—26 m—o m m+o m+2c6 |m+ 30
< P =0,68 >

«——— P=095 ———»
P =0,997 >

2.7 pav. Vienos, dviejy ir trijy sigmy taisyklé

Atskirg normaliojo skirstinio atvejj, kai m = 0, 0 = 1, vadiname standartiniu
normaliuoju skirstiniu. Jis Zymimas X ~ N(0, 1). Standartinio normaliojo
skirstinio tankis lygus

0(x) = \/;7

skirstinio funkcija -

exp{—x’/2}

d(x) =ﬁ [exp{-y* /2}dy.

Tankio @(x) ir skirstinio funkcijos ®(x) reiksmés naudojamos apytiksliams
kai kuriy tikimybiy vertinimams, todél pateikiamos lentelémis ir skaiciuo-
jamos duomeny apdorojimo paketais. Uztenka zinoti $iy funkcijy reik§mes
tik teigiamam argumentui, kadangi tankis @(x) yra simetriskas, o ®(-x) =
1-O(x).

Standartinio normaliojo skirstinio o lygmens kvantilj Zzymésime z,. Kadangi
skirstinys yra simetriskas, todél teisinga lygybé z, = -z,_,. Normaliojo skirs-
tinio kvantiliai z, didesnéms nei 0,5 « reik§méms statistikos vadovéliuose
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pateikti lentele (1 lentelé) ir skaic¢iuoklése statistine funkcija. Dazniausiai
statistikos skai¢iavimams naudojami standartinio normaliojo skirstinio
kvantiliai: z; 9,5 = 1,96; 295 = 1,645; 2y 995 = 2,575. Standartinio normaliojo
skirstinio 25 %, 50 % ir 75 % eilés procentiliai (arba kvartiliai) atitinkamai
lygiis 0,6745; 0 ir 0,6745.

Jei ats. d. X skirstinys yra normalusis su parametrais (m, 0%), tuomet stan-
dartizuoto ats. d. Z = (X - m)/o skirstinys bus standartinis normalusis. Jei
Z~N(0, 1), tai ats. d. X = 6X + m ~N(m, o?).

Skirstiniai, susije su normaliuoju. Pateiksime atsitiktiniy dydziy, sudaryty
i$ nepriklausomy standartiniy normaliyjy dydziy funkcijy, skirstinius. Sie
skirstiniai naudojami statistikoje hipotezéms tikrinti.

x* skirstinys. Sakykime, X, X, ... X, - nepriklausomi standartinj normalyjj
skirstinj turintys ats. d. Tada atsitiktinio dydzio

X=X+ X +.+X]

skirstinys vadinamas x> skirstiniu su # laisvés laipsniy. Sio skirstinio tan-
kio grafikas kelioms n reikSméms pateiktas 2.8 pav. Ats. dydzio X » vidurkis
lygus laisvés laipsniy skaiciui n, dispersija lygi 2n. x? skirstinio su » lais-
vés laipsniy a lygmens kvantilj Zymeésime ¥ (n). Sio skirstinio kvantiliai
statistikos vadovéliuose pateikiami lentele (2 lentelé) ir statistine funkcija
skzaiéiuoklése. Daigiausiai naudojami 0,95 lygio kvantiliai: Xo,9s(1) = 3,841;
Xo0,95(2) = 5,991; Ao,05(3) =7,815.

2.8 pav. i skirstinio tankis jvairiems n

Stjudento (Student) skirstinys. Sakykime, X, X,, X, ... X, — nepriklausomi
standartinj normalyjj skirstinj turintys ats. d. Tada atsitiktinio dydzio
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t, =X/\/(X12+X§+...+Xf)/n=X/ Y2 /n

skirstinys vadinamas Stjudento (arba f) skirstiniu su » laisvés laipsniy.
Stjudento skirstinio tankio grafikas keletui n pateiktas 2.9 pav. Ats. dydzio ¢,
vidurkis lygus 0, dispersija lygi \/n/(n-2). t, skirstinio a lygmens kvantilj
zymésime t,(n). t, skirstinio kvantiliai pateikti lentele (3 lentelé) ir statistine
funkcija skaic¢iuoklése. Kai kurios Stjudento skirstinio kvantiliy reik§mes:
o05(5) = 2,015; £505(10) = 1,812; £y 475(3) = 3,182; £,975(9) = 2,262.

2.9 pav. Stjudento skirstinio tankis jvairiems n

Fierio skirstinys. Sakykime, X, X, ... X,,, Y, Y, ... Y,, - nepriklausomi stan-
dartinj normalyjj skirstinj turintys ats. d. Tada atsitiktinio dydzio

o =X +X;+..+ X))/ m)/((Y}+Y, +..+Y,))/n)=
(2 /m)/(y2/n)

skirstinys vadinamas FiSerio skirstiniu (F skirstiniu) su m ir n laisvés laips-
niy. Fiserio skirstinio tankio grafikas jvairiems m ir n pateiktas 2.10 pav.
Pastebétina, kad ats. d. F, , yra Stjudento ats. dydzio ¢, kvadratas. F,, , skirs-
tinio o lygmens kvantilj zymésime F,(m,n). F,, , skirstinio kvantiliai pateik-
ti lentele (4 lentelé) ir statistine funkcija skaic¢iuoklése. FiSerio skirstinio
kvantiliams galioja lygybé: F,(m,n) = F,_(n,m), todél uztenka Zinoti tik
mazesnio nei 0,5 lygio kvantilius. Pateikiame kai kuriy FiSerio skirstinio
kvantiliy reikSmes: Fj o5 (1, 5) = 6,608; Fjo5(1, 10) = 4,965; F o5 (4, 20) =
2,866.
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0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3.5 4,0 4,5

2.10 pav. Fiserio skirstinio tankis jvairiems m ir n

Lognormalusis skirstinys. Sakykime, ats. d. X jgyja tik teigiamas reiksmes.
Ats. d. X skirstinys yra lognormalusis, jei ats. dydis InX turi normalyjj skirs-
tinj. Tai asimetriskas skirstinys. Sio skirstinio tankis jvairiems parametrams
m ir o pateiktas 2.11 pav.

2.11 pav. Lognormaliojo skirstinio tankis

Stjudentizuotas skirtumas*. Sakykime, X, X, ... X, - nepriklausomi nor-
malyjj skirstinj su parametrais (m, 0%) turintys ats. d., s> - dispersijos ¢?
jvertis su k laisvés laipsniy:

s =X, =X Tk X =(E0 X )k +1).

Pagal apibrézimg ks?/o* yra nuo X, X, ... X,, nepriklausantis atsitiktinis dydis,
turintis x* skirstinj su k laisvés laipsniy. Pazymékime R = max; X; - min; X..
Atsitiktinis dydis § = R/s vadinamas stjudentizuotu skirtumu su # ir k laisvés
laipsniy. § skirstinys zymimas Q(, k). Jis naudojamas dispersinéje analizéje
(zr. 12 skyriy). Nedideliems # ir k sudarytos $io skirstinio kvantiliy lentelés.
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2.6. Kiti daznai naudojami skirstiniai

Tolydziyjy skirstiniy pavyzdziai. Eksponentinis skirstinys. Ats. d. X skirs-
tinys yra eksponentinis su parametru 0 > 0, jei X tankis lygus:

p(x) = (1/ B)exp(-x/0), kai x > 0; ir p(x) = 0, kai x < 0.

0 yra skirstinio mastelio parametras (scale parameter). Eksponentinis skirs-
tinys taikomas iSgyvenamumo duomeny analizei (zr. 13 skyriy). Ats. d. X
skaitinés charakteristikos yra: EX = 0, DX = 6. Eksponentinio ats. d. skirs-
tinio funkcija F(x), kai x > 0, lygi 1 — exp(-x/0).

Veibulo (Weibull) skirstinys. Ats. d. X skirstinys yra Veibulo su parametrais
0> 0irv>0,jei X tankis lygus:
v-l1 v

plx) = \e/(gj exp(—(gj ), kaix > 0;ir p(x) =0, kaix <0.

0 yra mastelio (scale), v - formos (shape) parametras (2.13 pav.). Eks-
ponentinis skirstinys yra Veibulo skirstinio atskiras atvejis (v = 1). Kaip
ir eksponentinis skirstinys, Veibulo skirstinys taikomas iSgyvenamumo
duomeny analizei (Zr. 13 skyriy). Veibulo ats. d. skirstinio funkcija F(x), kai

x> 0,lygi 1 - exp(-(x/0)"). Veibulo skirstinio tankio grafikas jvairiems 0 ir
v pateiktas 2.12 pav.

1,6
1,6 0=1; v=0,5
1,2 Vﬁ_ 70_5 0=1; v=15
=1,6=1 1,2 0=1; v=3
=1,0=4
038 0.8
= 0
= %
0,4 04
0,0 0,0
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X

2.12 pav. Veibulo skirstinio tankis

Bernulio (Bernoulli) skirstinys. Sakoma, kad ats. d. X skirstinys yra Bernu-
lio su parametru m, 0 < < 1, jei X jgyja dvi reiksmes - 1 ir 0 su tikimybémis:
P{X =1} =7, P{X =0} = 1 - 7. Pagal apibrézimg P{X = k} = n*(1 - m)! - %; ¢ia
k =0, 1. Bernulio ats. d. skaitinés charakteristikos: EX = 7; DX = nt(1 - 7).

Binominis skirstinys. Tarkime, atlikta n nepriklausomy eksperimenty,
kuriy metu galimos tik dvi baigtys: ,jvykis A jvyko® ir ,,jvykis A nejvyko®
Kiekvieno eksperimento metu jvykio A tikimybé lygi m (jvykio A nepasi-
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rodymo tikimybé lygi 1 - m); ¢ia 0 < m < 1. Binominiu atsitiktiniu dydziu
X vadinamas jvykio A pasirodymy skaic¢ius. Binominio ats. d. X skirstinys
priklauso nuo dviejy parametry — mir n ir tai Zymima X ~ B(n, n). Tikimybeé,
kad binominis ats. d. jgis reikSme, lygia k, yra
PX=k}=Cink(1-n)"kk=0,1,2...m;

¢ia C* - binominiai koeficientai, skai¢iuojami pagal formule:

! n(n—=1)..(n—k+1)
Ck = n = ': ':
" (k) Ix2%x %k , kl=1x2x...xk, 0!=1.
!
Pavyzdziui, C} = % _3 ; 4_ 10.  Pagal  apibrézimg C) =n;

C?=n(n-1)/2,C. =1,

P{X=0}=(1-m)"%P{X=1}=nn(l - n)"} P{X =2} = (1/2)n(n - Yr*(1 - n)* 2.
Binominio ats. d. vidurkis lygus nn, dispersija - nn(1 - m).

Binominis skirstinys naudojamas jvykiams per tam tikrg laiko tarpg mode-
liuoti. Pavyzdziui, berniuky skai¢ius 3 vaiky $eimoje yra ats. dydis, turintis
binominj skirstinj, kurio parametrai n = 3 ir m = P{gimé berniukas} = 0,51.
2.2 skyriaus pavyzdyje pateiktas $io ats. d. skirstinys.

Binominio skirstinio pavyzdziai jvairiems 7 ir n pateikti 2.13 pav. Ats. dydzio
X ~ B(10, 0,3) skirstinys pateiktas 2.5 lenteléje. Joje matome, kad $io skirsti-
nio 0,05; 0,95 ir 0,975 lygio kvantiliai yra: x; o5 = 0; X095 = 55 X975 = 6.

04 02
n=>5 n =20 50
_ _ 0,10 n=
02 TR0 0 o0l =03
| I| I . |
0.0 L] 0,0 el L. || |
’ Y0 4 8 12 16 20 i -
012 3 45 00000 20 30 40 %0
0,4 0,2
n=5 1n=05 g n=20 0,10 n=50
n=0,5 -05
0,0 I I [ ] 0.0 ||| ||| 0.00 |I||‘ |||I|
0 1 2 3 4 5 0 4 8 12 16 20 70 10 20 30 40 50
04 02 0,1
n=>5 n =20 n=>50
02| m=07 01l m=07 ‘ ‘ | 00s| =07 H H‘
0.0 'l I I 0,0 -||| || 0,00 .I||H ‘|||
Y001 2 3 4 5 0 4 8 12 16 20 0 10 20 30 40 50

2.13 pav. Binominio skirstinio pavyzdZiai
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2.5 lentelé. Binominis skirstinys; n = 10, w = 0,3

k P{X =k} k P{X =k}

0 (0,7)1° = 0,028248 6 210 (0,3)%(0,7)7 = 0,03676
1 10 (0,3)(0,7)° = 0,121061 7 120(0,3)3(0,7)7 = 0,009

2 45 (0,3)%(0,7)% = 0,233474 8 45 (0,3)3(0,7)” = 0,00135
3 120(0,3)%(0,7)7 = 0,266828 9 10 (0,3)%(0,7)7 = 0,00014
4 210 (0,3)%(0,7)” = 0,20012 10 (0,3)!0 = 0,0000059

5 252 (0,3)%(0,7)7 = 0,10292

Puasono (Poisson) skirstinys. Sis skirstinys dar vadinamas rety jvykiy
skirstiniu. Puasono ats. d. X jgyja neneigiamas sveikas reik$mes su tikimy-
bémis:

P{X=k}=MN\/kDeNk=0,1,2...;

¢ia A > 0 - skirstinio parametras.

Pagal apibrézima

P{X=0}=e P{X =1} =\e; P{X =2} = (1/2)\% ...

Puasono skirstinio vidurkis ir dispersija lygas A. Jei X nusako jvykiy, jvy-
kusiy per tam tikrg laika, skai¢iy, tuomet A — vidutinis jvykiy per tam tikra
laika skai¢ius. Puasono skirstinys jvairiems A pateiktas 2.14 pav.

Puasono skirstinys naudojamas retiems jvykiams, pavyzdziui, sergamumui
leukemija, modeliuoti.

0,4
0,2 0,15
03 =1 : =3 r=6
0,10
0,2 0.1
0l | 0,05 ||
I n 1 | I | I
0.0 0o 1 2 3 4 5 0’00 2 4 6 8 10 0’000 5 10 15

2.14 pav. Puasono skirstinys

Hipergeometrinis skirstinys. Sakykime, urnoje yra n elementy, i$§ kuriy m
yra pirmos risies, n — m — antros rusies. I$ $ios urnos atsitiktinai traukiame
k elementy. Pazymékime X - pirmos riasies elementy skaiciy i$ k iStraukty.
Tuomet ats. d. X skirstinys yra hipergeometrinis, kurio parametrai (1, m, k)
(X ~H(n, m, k)):

PX=i}=C/ Cct! /Ct, max(0, m + k - n) <i < min(m, k).
Hipergeometrinio skirstinio skaitinés charakteristikos yra:

EX = km/n, DX = (km/n)(1 - k/n)(n - m)/(k - 1).




2 SKYRIUS
Pagrindinés tikimybiy teorijos sgvokos ir formulés

61

Hipergeometrinio skirstinio pavyzdys. Studijoje dalyvavo n ligoniy, i$§ kuriy m
gydyti preparatu A, Kiti n — m — preparatu B. I§ studijos atsitiktinai atrinkta
k ligoniy. Tuomet preparatu A gydyty ligoniy skaic¢iaus skirstinys yra hiper-
geometrinis, kurio parametrai yra (1, m, k).

2.7. EKksponentiniy skirstiniy Seima*

Sakoma, kad ats. d. X skirstinys priklauso eksponentiniy skirstiniy $eimai,
jei jo tikimybinis tankis (tolydziojo skirstinio atveju) ar tikimybé (diskrecio-
jo skirstinio atveju) p(x) iSreiskiama $ita forma:

X0 — BO)

p(x) = eXp( 1)

+ C(x,(p)j; (2.5)

¢ia A(¢), B(0), ir C(x, @) — Zinomo pavidalo funkcijos. Parametras 6 vadi-
namas natiiraliuoju skirstinio parametru, parametras ¢ > 0 yra papildomas
dispersijos parametras (scale parameter). Funkcija A(¢) priklauso tik nuo
parametro ¢, B(0) - tik nuo parametro 0, o C(x, ¢) nuo parametro 0 nepri-
klauso.

Eksponentiniy skirstiniy $eimai priklausancio ats. d. X vidurkis m = E(X) ir
dispersija D(X) yra susije su parametru 0 ir ¢ tokia priklausomybe:
m=0B(0)/00, DX = A(p)0°B(©)/00°. (2.6)
Daugelis i§ 2.5-2.6 skyriuose pateikty skirstiniy priklauso eksponentiniy
skirstiniy Seimai.

2.6 pavyzdys (normalusis skirstinys). Normaliojo skirstinio, kurio paramet-
rai yra m ir 6%, tankis p(x) gali bati pertvarkomas taip:

x? —2xm+m2J

p(x)= \/%G exp(— (x= ”21)2 J = exp(-0,5In(2nc 2)exp[—

26 26
mx—-m*/2  x* 1
=exp( o —202 —Eln(ZTCGZ) .

Pagal (2.5) apibrézimg normalusis skirstinys priklauso eksponentiniy skirs-
tiniy Seimai, kurios natairalus parametras lygus vidurkiui: 0 = m. Dispersijos
parametras ¢ = 0%, A(¢) = ¢, B(8) = 0%/2, 0 C(x, ¢) = -0,5(x*/¢ + In(2nc?).
Nesunku patikrinti, kad vidurkiui bei dispersijai teisinga (2.6) formulé:

OB(©)/00 = 0/00(0,50%) =0 =m; A@)d*B0)/00> =c>.
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2.7 pavyzdys (binominis skirstinys). Pagal apibrézima (2.6 skyrius) bino-
minio skirstinio, kurio parametrai # ir i, tikimybé p(x) = P{X = x}, x = 0,
1 ... n (¢ia n fiksuotas) lygi:

px)=Cn*(1-n)"" =exp(xIn(n)+ (n—x)In(1-7) +In(C,)) =

exp(x ln(lnj +nln(l1-n)+In(C))).
-

Matome, kad binominio skirstinio atveju natiiralus parametras 0 lygus
m(l“j, @ =1, B(0) = -nIn(1 - 1) = nn(1 + exp(B)), C(x, 1) = In(C?).

-7

2.8 pavyzdys (Bernulio skirstinys). Bernulio ats. d. X jgyja dvi reik$mes:
1 su tikimybe 7 ir 0 su tikimybe 1 - 7. Sio skirstinio tikimybé lygi:

p(x)=n"(1-n)"" =exp(xIn(n)+(1-x)In(l-7)) =

exp(x h{“j +In(1-7));
-7

¢ia x = 0; 1. Matome, kad ir Bernulio skirstinio atveju natiralus parametras

0 lygus h{l“j, ¢ =1,0B(0) = -In(1 - m) = -In(1 + exp(8)), C(x, 1) = 0.
—T

2.9 pavyzdys (Puasono skirstinys). Puasono skirstinio tikimybé lygi:

X

p(x) = k—'e’k =exp( xIn(A) — A + In(x!)) = exp( xIn(L) + In(x!));
x!

¢lax=0,1..,\ - skirstinio parametras. Sio skirstinio atveju natiiralus para-
metras 0 lygus In(L), ¢ = 1, B(8) =\, C(x, 1) = In(x!).

Eksponentinés skirstiniy klasés israiska naudojama apibendrinty tiesiniy
modeliy (10.11 skyrius) rys$io funkcijai nustatyti.

2.8. Didziyjy skaiciy désnis, centriné ribiné teorema

Nagrinédami jvairius statistikos uzdavinius, susiduriame su atsitiktiniy dy-
dziy sumomis. Kai atsitiktiniy dydziy skai¢ius ganétinai didelis, pasireiskia
tam tikri jy sumos skirstinio désningumai, nors vieno atsitiktinio dydzio
igyjamos reik§més numatyti negalima — zinoma tik jgyjamos reiksmés tiki-
mybé. Siuos désningumus nusako dvi ribiniy teoremy rasys: didziyjy skai-
¢iy désnis ir centriné ribiné teorema.
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Didziyjy skaiciy désnis tvirtina: labai tikétina, kad didelio nepriklausomy
atsitiktiniy dydziy skaiciaus aritmetinis vidurkis mazai skirsis nuo tikrojo
vidurkio. Pateiksime formaly didziyjy skai¢iy désnio apibrézima.
Sakykime, X, X, ... X,, - nepriklausomy atsitiktiniy dydziy, turin¢iy baigti-
nius vidurkius EX;, i = 1 ... n, seka. Sekai X, X, ... X,, galioja didziyjy skaiciy
désnis, jei:

P{|X1 +X,+..+X, EX +EX,+..+EX,

<g}—1,
n n |

kai n neapréztai auga. Nustatyta: jei ats. d. X; dispersijos apréztos, t. y. DX; <
Cvisiems i = 1 ... n, tuomet $iai sekai galioja didziyjy skaiciy désnis.

Didziyjy skai¢iy désnio galiojimo prielaida nusako, kada teorinj sumos (X +
X, + ... + X,,)/n vidurkj, daznai interpretuojama kaip X ... X, skirstinio pa-
rametrg, galima vertinti ats. d. vidurkio reik$éme. Pavyzdziui, registruodami
kai kuriy tyrimy duomenis, specialistai susiduria su rodikliy reik§mémis,
kurias galima interpretuoti kaip nepriklausomy ats. d. X ... X,, reik$mes. Sa-
kykime, X; - prietaiso, registruojancio nervinio signalo stipruma, reik§meés.
Zinoma, kad organizmas siuncia a stiprumo signalg, bet prietaisas signala
registruoja su atsitiktine paklaida. Minéto tyrimo tikslas - i§matuotomis
signalo reik§mémis jvertinti dydj a. Pagal apibrézima:

Xi=a+§;

¢ia §; - matavimo paklaida, t. y. nepriklausomi ats. d. su E§; = 0, D, = ¢/,
EX;=a,i=1..n. Signalo stiprumas a vertintinas parodymy vidutine reiks-
me: (X, + X, + ... + X,)/n; $io ats. d. vidurkis lygus a. Kad $is vertinimas bity
teisétas, tikimybeé, jog |(X; + X, + ... + X,)/n — a| < € turi buti artima 1, t. y.
sekai X ... X, turi galioti didZiyjy skai¢iy désnis. Jei matavimo paklaidy dis-
persijos 6 7 nedidéja, kai matavimy daugéja, tuomet signalo stipruma galima
vertinti matavimy vidurkiu; jei augant i, ganétinai greitai auga o}, minétas
jvertis gali ir netikti.

Nustatyta: jei atsitiktiniai dydziai X, ... X, turi vienoda skirstinj ir baigtinj
vidurkj, labai tikétina, kad jy aritmetinis vidurkis mazai skirsis nuo skirsti-
nio vidurkio m (m =EX):

P{(X,+ X, + ..+ X,)/n-m

<gl>1,n-> oo
¢ia € > 0 — labai mazas skaicius.

Centriné ribiné teorema teigia: didinant sumuojamy atsitiktiniy dydziy
skaiiy, jy sumy skirstiniai panaséja j normalyjj skirstinj. Centriné ribiné
teorema gali bati suformuluota taip: jei X; ... X, yra nepriklausomi, turintys
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vienodg skirstinj atsitiktiniai dydziai su vidurkiu m ir baigtine dispersija 02,
tai jy centruotos ir normuotos sumos skirstinio funkcija artima standartinio
normaliojo dydzio skirstinio funkcijai, t. y.

P{X,+ X +.+ X, - nm)/(G\/;) < x}>D(x), n > oo.

2.9. Daugiamaciai atsitiktiniai dydZiai (atsitiktiniai vektoriai)

Daugiamadiu ats. dydziu vadinamas vektorius X = (X, X ... X)), ku-
rio komponentés yra atsitiktiniai dydziai; ¢ia p — vektoriaus X matavimy
skaicius. Atsitiktiniai dydziai X, X® ... X vadinami vektoriaus X ko-
ordinatémis, arba komponentémis. Atsitiktinis vektorius (ats. v.) X vadi-
namas diskrec¢iuoju, jei jo komponentés yra diskretieji ats. d. Atsitiktinis
vektorius X vadinamas tolydziuoju, jei jo komponentés - tolydieji ats. d.
Jei X = (X, X@ .. XP) - tolydusis ats. v., tuomet egzistuoja neneigia-
ma funkcija p(x;, x, ... x,), tokia, kad tikimybe P{XV < x;, X < x, ...
X < x,} galima iSreikéti taip:

PXD < x, XO < x, . X< x)= [ [ [7 p(oysey, vy, .y,

Funkcija F(x;, X, ... x,) = P{XW < x,, X < x, ... XP < x,} vadinama ats. vek-
toriaus X skirstinio funkcija.

Ats. dydziai X, X, ... X,, vadinami nepriklausomais, jei jy bendra skirstinio
funkcija lygi atskiry skirstinio funkcijy sandaugai. Jei X;, X, ... X, - tolydie-
ji atsitiktiniai dydziai, jie yra nepriklausomi tuomet, kai jy bendras tankis
plxy, x5 ... x,) lygus atskiry ats. d. tankiy p;(x;) sandaugai:

P(xp Xy oo Xy) :Pl(xl) Pz(xz)---Pn(xn)-

Placiau apzvelgsime dvimacius atsitiktinius dydzius.

Dvimatis diskretusis atsitiktinis dydis. Sakykime, X ir Y yra du diskretieji
ats. d.; X igyja r, o Y — ¢ skirtingy reik$émiy. Dvimacio ats. v. (X, Y) tiki-
mybinis skirstinys (jungtinis X ir Y skirstinys) pateikiamas lentele, turincia
r eiluciy ir c stulpeliy. Eilutés atitinka X, stulpeliai - Y jgyjamas reikSmes.
Lentelés gardelés atitinka visas galimas rxc¢ dvimacio dydzio (X, Y) jgyjamas
kombinacijas. Siy kombinacijy jgijimo tikimybes pazymékime {mh; clam; =
P{X = x, Y =y} - tikimybe, kad (X, Y) reik§mé pateks j i-tosios eilutes ir
j-tojo stulpelio susikirtime esancig gardele (2.6 lentel¢). Skirstinys {m;} vadi-
namas X ir Y jungtiniu (dvimaciu) skirstiniu.
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X vienmatis skirstinys

X X X, X3 X,

P{X =x} Ty, T o T3y TCry

apibréziamas susumavus jungtinio skirstinio tikimybes eilutése
¢ .

Tci+ - Z]’:]ﬂ:ij’ 1= ]., 2 o 1

o Y skirstinys

Y 4! V2 V3 Ye
P {Y = }’} Ty Ty T3 e

analogiskai apibréziamas susumavus jungtinio skirstinio tikimybes stulpe-
liuose:
,

n,, =2 Tpi=L2.c

2.6 lentelé. Dvimacio ats. d. (X, Y) skirstinys (jungtinis X ir Y skirstinys)

X1 ) Usp) Ty T,
X2 U Ty Ty e
X 4s T T T
X, = T, s T,

Salyginiai dvimaciy diskreciyjy atsitiktiniy vektoriy skirstiniai. Y salygi-
nis skirstinys, kai X jgyja i-tajg reik$me, visiskai apibadinamas tikimybémis
(71 o) - )5 Clamy; — tikimybeé, kad Y jgis j-taja reikSme su salyga, jog X
igijo i-taja reikSme. Pagal apibrézima:

7Tj|i: 77:,1/ ﬂi+’j: 1, 2 .. C.

Jungtinis X ir Y, vienmatis X ir Y bei salyginis Y skirstiniai, kai X ir Y jgyja
reik$mes 1 ir 2, pavaizduoti 2.7 lenteléje.

Diskretieji ats. dydziai X ir Y yra nepriklausomi, jei visos jungtinio X ir Y
skirstinio tikimybés lygios atitinkamy X ir Y tikimybiy sandaugai:

T =T XM, i=1L,2.nj=12.c

Kai X ir Y nepriklausomi, tuomet Y salyginis skirstinys yra vienodas visoms
X reik§meéms:

T =T/ Ty = T4y X T/ T, =10

ir X salyginis skirstinys bus vienodas visoms Y reik§méms.
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2.7 lentelé. Jungtinis (X, Y), vienmatis X ir Y bei sqlyginis Y skirstiniai

Stulpeliai
Eilutés 1 2 1§ viso
1 Ty, Ty, T,
(1) (1t31) 1.0
2 My, Ty, T,
() () 1.0
18 viso T4l T, 1.0

Dvimatis tolydusis atsitiktinis dydis. Sakykime, (X, Y) yra tolydusis ats. v.
Tuomet jis turi dvimatj tankj p(x, ), taip susieta su (X, Y) skirstinio funkcija
F(x, y):

Flx,y)=PX<x Y<yl= r J.y pu,v)dudy .

Dviejy kintamyjy funkcijos, tarp jy ir tankio funkcijos geometriné prasmé —
pavirsius trimatéje erdvéje (analogiskai vieno kintamojo funkcija — kreivé
plokstumoje).

Tolydieji ats. d. X ir Y yra nepriklausomi, jei jy bendras tankis p(u, v) lygus
atskiry ats. d. tankiy p(u) ir p,(v) sandaugai: p(u, v) = p.(u) p,(v).

Tikimybé, kad ats. v. (X, Y) gali patekti j plokStumos sritj S, skai¢iuojama
naudojant tankio funkcija pagal formule:

P{(X, Y) yra srityje S} = ”p(x, V)dxdy.

N

Kai sritis S yra apskritimas ar staciakampis, tuomet tikimybé (X, Y) patekti
j sritj S lygi cilindro ar prizmés su pagrindu S, apribotu pavir$iumi p(x, y),
tariui.

2.10. Dvimacio atsitiktinio vektoriaus skaitinés charakteristikos

2.4 skyriuje minéta, kad atsitiktinio dydzio sankaupos taska apibadina vi-
durkis, o reik§miy i$sibarstyma aplink vidurkj - dispersija. Analizuojant
dvimatj atsitiktinj vektoriy aktualu nustatyti ne tik jo koordinaciy vidurkj
bei dispersija, bet ir jvertinti priklausomybe tarp $io vektoriaus koordinaciy.
Tam naudojama kovariacija ir koreliacijos koeficientas.
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Kovariacija tarp ats. d. X ir Y apibréziama lygybe:
cov(X,Y) = E(X - EX)(Y - EY).

Pertvarke $ig formule ir pasinaudoje vidurkio savybémis, gauname patoges-
ne formule kovariacijai skai¢iuoti:

cov(X,Y) = E(XY - YEX - XEY + (EX)(EY)) = E(XY) - (EX)(EY).

Kovariacija turi $ias savybes:
1) cov(Y,X) = cov(X,Y); cov(X,X) = DX;
2) jei ats. d. X ir Y yra nepriklausomi, tai E(XY) = (EX)(EY) ir cov(X,Y) = 0;

3) kovariacija tarp X ir Y absoliuc¢iu dydziu nevirsija ats. d. X ir Y standarti-
niy nuokrypiy sandaugos:

|cov(X,Y)| <6,0, =VDXxDY.

Atsitiktiniai dydziai, kuriy kovariacija lygi 0, vadinami nekoreliuotais. Jei
X ir Y yra nepriklausomi, tai jie yra nekoreliuoti. Atvirkscias teiginys néra
teisingas. Gali bati, kad kovariacija tarp X ir Y lygi 0, ta¢iau X ir Y néra ne-
priklausomi: bendra jy skirstinio funkcija nelygi X ir Y skirstinio funkcijy
sandaugai.

Kovariacijos reiksmé priklauso ne tik nuo X ir Y priklausomybés laipsnio,
bet ir nuo X bei Y mastelio. Dél to problemiska palyginti keliy atsitiktiniy
dydziy pory priklausomybés stiprumg. Todél ats. d. priklausomybés matui
vertinti jvedamas bedimensis dydis - koreliacijos koeficientas.

Koreliacijos koeficientas tarp ats. d. X ir Y lygus:

cov(X,Y) _ E(XY)—(EX)(EY)

(X,Y)= -
P JDX x DY JDX x DY

Korelicijos koeficientas kinta tarp -1 ir 1: -1 < p(X,Y) < 1. Jei X ir Y yra
nepriklausomi, tai p(X,Y) = 0 (atvirkscias teiginys ne visada teisingas). Jei
p(X,Y) = £ 1, tai ats. d. X ir Y yra tiesiskai priklausomi: X = aY + b;a > 0,
jei p(X,Y) = 11ir a < 0, jei p(X,Y) = -1. Atvirksdiai, jei X = aY + b, tai
pXY)=+1.

Koreliacijos koeficientas apibudina monotoninj tiesinj tikimybinj rysj:
jei p(X,Y) > 0, tai didéjant vienam ats. d., antras turi tendencijg didéti. Jei
p(X,Y) < 0, tuomet vienam dydziui didéjant, kitas ats. d. turi tendencija
mazeti.
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Kovariacijy matrica V charakterizuoja bendra ats. v. (X, Y) kitima. Ji api-
bréziama:

< DX cov(X,Y)>
“\ cov(X,Y) DY

Koreliacijy matrica apibréziama:

R_< 1 p(X,Y)>
- P(X’Y) 1 '

Pazymékime p = p(X,Y). Tuomet cov(X, Y) = p4/ DX x DY, ir kovariacijy
matricg V galime iSreiksti taip:

y DX  pDXxDY >
pDXxDY DY :

2.11. Dvimatis normalusis skirstinys

Sakoma, kad ats. vektoriaus (X, Y) skirstinys yra dvimatis normalusis, jei
(X, Y) tankis lygus:

1
p(x,y)= 3
216 G 4/1-p
1 ((@=m) 2p(x-m)y-m) (y-m) .
€Xp| — 2 2 * 2 ’
2(1_p) Gx G«‘CG)’ Gy

¢iam, = EX, m,= EY - ats. d. X ir Y vidurkiai, Gf = DX, 03 = DY - ats. d.
X ir Y dispersijos, p = p(X, Y) - koreliacijos koeficientas tarp ats. d. X ir Y.
Dvimacio normaliojo skirstinio tankis yra kupolo su centru (m,, m,) formos
pavirsius (2.15 pav.). Kupolo ,,ilgj", ,.ploti“ ir ,pasvirima XOY plokstumoje“
nusako o,, 6, bei p. Pavirsiaus z = p(x, y) pjavis plok§tuma z = C yra elipsé
(2.16 pav.):

[(x—mx)z _2pGr-m)(y—m,) (y_my)zj _C,.

2 2
c. G0, c,
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A

n,

v

my
2.16 pav. Dvimacio normaliojo skirstinio tankio pjivis plokstuma

Elipsés didzioji asis yra tieséje y = m, + (0,/0,)p(x — m,). Elipsés pasvirimo
kampas bei suplotumas priklauso nuo p bei o, ir 0,. Esant vienodom:s ats. d.
X ir Y dispersijoms, ilgesniosios ir trumpesniosios elipsés asiy ilgis atitinka-
mai proporcingas dydziams 1/./1— p ir 1//1+ p —kuo p arc¢iau 1, tuo labiau
suplota elipsé.
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3 SKYRIUS

Statistiniai duomeny modeliai

Jau minéjome, kad mediky tiriamy rodikliy reik§més skiriasi dél jvairiy
priezasciy, kaip antai, dél ligos, biologiniy organizmo ypatybiy, amziaus,
paveldimumo ir daugelio kity priezasciy, kurias galima laikyti atsitiktiné-
mis. Kitima populiacijoje galima modeliuoti nustatomus rodiklius (kinta-
muosius) laikant atsitiktiniais dydziais, nusakomais tam tikru skirstiniu.
Todél analizuojant duomenis priimtina dalj kintamyjy laikyti atsitiktiniais
su tam tikru skirstinio tipu (pvz., normaliuoju, Puasono).

Pateiksime kintamyjy bei priklausomybiy tarp jy statistinius modelius, daz-
niausiai taikomus analizuojant medicinos ir biologijos duomenis.

3.1. Medicinoje naudojamy kintamuyjy statistiniai modeliai

Atlikdami jvairius tyrimus, medikai nustato ligoniy tiriamy rodikliy (SAS,
DAS, KA klasés ir t. t.) skaitines reik§mes. Norint turimy duomeny pagrin-
du gauti argumentuotas i$vadas apie tiriamy charakteristiky kintamumg,
tarpusavio rysj etc., butina apibrézti duomeny statistinj modelj.

Daugelj mediky bei epidemiology rodikliy, nustatomy tam tikroje popu-
liacijoje, galima laikyti atsitiktiniais dydZiais. Pavyzdziui, ISL serganciy
30-45 m. vyry populiacijos arterinj sistolinj kraujospudj dél svyravimy
populiacijoje galima laikyti atsitiktiniu dydziu. Ligonio kokybinj kintamajj,
pavyzdziui, KA klase (I, II, IIL, IV), galima laikyti atsitiktiniu dydziu, jgy-
jandiu reik$mes 1, 2, 3, 4. Kaip minéta 2 skyriuje, atsitiktinj dydj visiskai
nusako jo skirstinys, todél kintamojo statistinis modelis apibtidinamas tam
tikru tikimybiniu skirstiniu. Kintamajj modeliuojantis skirstinys pirmiausia
parenkamas pagal kintamojo rasj. Jei kintamasis yra kokybinis, statistinis jo
modelis yra diskretusis skirstinys. Jei kintamasis yra kiekybinis, statistinis jo
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modelis dazniausiai yra tolydusis skirstinys. Tam tikrais atvejais diskre¢iojo
kiekybinio kintamojo modeliu naudojamas Puasono skirstinys.

Kokybinio kintamojo, jgyjancio k reik$miy, statistinis modelis — diskre-
tusis atsitiktinis dydis, jgyjantis k reik$miy su nezinomomis tikimybémis
T, T, ... T Sios tikimybés yra diskre¢iojo skirstinio parametrai. Pavyz-
dziui, KA klasés skirstinys - ats. d., jgyjantis 1, 2, 3, 4 reik§mes su atitinka-
mai 1, T,, T, M, tikimybémis. Dvinarj kintamajj galime laikyti atsitiktiniu
dydziu, jgyjanéiu reik$éme 1 su tikimybe 7t ir O su tikimybe 1 - m; ¢ia 7 -
skirstinio nezinomas parametras. Pavyzdziui, tiriant rajono A sergamu-
mga diabetu, individui nustatoma dvinario kintamojo reik§mé: 1, jei serga
CD, ir 0 - jei neserga CD. Atsitiktinai parinktam individui sergamumo
reik§mé - Bernulio ats. dydis su parametru n. Sergamumui kokia nors liga,
sakykime, A, populiacijoje modeliuoti naudojamas binominis skirstinys.
Jei daroma prielaida, kad sergamumo tikimybé vienoda visiems populia-
cijos individams ir liga A néra reta, tai N dydzio populiacijoje serganciyjy
skaiciaus skirstinys yra binominis su parametrais (N, m); ¢ia m — neZinoma
tikimybé sirgti liga A.

Puasono skirstiniu modeliuojami rodikliai, igyjantys sveikas neneigiamas
reik$mes, kaip antai, iStraukty ar sugedusiy vaiko danty skai¢ius; vidutinis-
kai per dieng igeriamy kavos ar arbatos puodeliy skaicius etc., Puasono
skirstiniu apraomas rety jvykiy pasiskirstymas populiacijoje. Pavyzdziui,
leukemija - retas vaiky susirgimas. Todél fiksuoto dydzio vaiky populiacijo-
je sergamumui leukemija modeliuoti gerai tinka Puasono skirstinys.

Kai kuriy kiekybiniy kintamyjy, naudojamy medicinoje ar biologijoje, his-
togramos yra beveik simetrigkos ir varpo formos. Sujunge histogramos stul-
peliy virsaus vidurio taskus, gausime kreive (dazniy daugiakampj), panasia
i normaliojo skirstinio tankj (3.1 pav.). Todél kintamajj, tiriamoje populia-
cijoje pasizymintj tokia savybe, su tam tikra iSlyga galima laikyti atsitiktiniu
dydziu, turin¢iu normalyjj skirstinj. Kitaip tariant, daroma prielaida, kad ti-
riamoje populiacijoje nagrinéjamas kintamasis yra atsitiktinis dydis, turintis
normalyjj skirstinj su nezinomais parametrais.

Nemazai mediky ar biology duomeny turi teigiamg asimetrijg. Taip yra dél
to, kad daugelis kiekybiniy kintamyjy, pavyzdziui, arterinis kraujospudis,
cholesterolio koncentracija, mikrobiologiniy tyrimy rodikliai jgyja tik tei-
giamas reiksmes, be to, pasitaiko gana dideliy matavimo reikSmiy. Taciau
teigiama asimetrija turincio kintamojo logaritmuoty reik§miy skirstinj daz-
nai galima laikyti normaliuoju. Tuomet daroma prielaida, kad $io kintamojo
skirstinys yra lognormalusis (3.2 pav.).
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3.1 pav. Ligoniy, serganciy pirmine arterine hipertenzija, cholesterolio histograma,
dazniy daugiakampis ir atitinkamo normaliojo skirstinio tankis
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3.2 pav. Ligoniy, serganciy Q bangos MI, SSD histograma ir populiacijos
skirstiniy tankiai
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Dideléje populiacijoje atsitiktinai parinktas kintamojo X reikSmes - atsi-
tiktine imtj (x4, X, ... x,,) galima laikyti nepriklausomais ats. dydziais. Imtis
(x1, x, ... x,,) vadinama paprastaja, jei atsitiktiniy dydziy x,, x, ... x,, skirsti-
niai yra vienodi. Paprastoji imtis dazna daugelyje mediky tyrimy. Pavyz-
dZiui, daroma prielaida, kad ISL serganéiy 30-45 m. vyry SAS yra atsitikti-
nis dydis, turintis normalyjj skirstinj su parametrais m ir 6. Sio kintamojo
imties elementai - atsitiktinai atrinkty populiacijos vyry SAS yra nepri-
klausomi atsitiktiniai dydziai, turintys normalyjj skirstinj su vidurkiu m ir
dispersija 0. Ta¢iau toks duomeny modelis - tiriamoje populiacijoje kinta-
masis yra atsitiktinis dydis su tam tikru skirstiniu - tinkamas ne visuose ty-
rimuose. Analizuodami rysj tarp keliy individa apibaidinanciy kintamuyjy,
susiduriame su modeliu: faktorius > atsakas (dozé > atsakas); t. y. vienus
kintamuosius galime laikyti faktoriais (nepriklausomais kintamaisiais), ki-
tus — atsaku j $iy faktoriy veikimg (priklausomais kintamaisiais). Pavyz-
dziui, amzius laikomas faktoriumi, kiino masés indeksas - atsaku j amziaus
poveikj. Sakykime, populiacijoje analizuojamas sergamumas ISL. Jis pri-
klauso ir nuo ligonio amziaus, lyties, gyvensenos veiksniy bei kity faktoriy.
Todél tvirtinti, kad ,,tikimybé sirgti ISL yra pastovi“ galima tik kalbant apie
labai siaurg populiacija, pavyzdziui, tam tikro amziaus neriikancius vyrus.
Tiriamaja populiacijg i$skaidyti i subpopuliacijas ir i§ kiekvienos daryti at-
ranka yra sudétinga. Tokiy duomeny analizei naudojami regresiniai mo-
deliai (10-12 skyrius). Juose daroma prielaida, kad faktorius yra determi-
nuotas (neatsitiktinis) dydis, o atsakas — atsitiktinis dydis, turintis skirstinj
su parametrais, priklausanciais nuo faktoriaus reik§miy. Pavyzdziui, vietoj
modelio: ,,imties nariy xy, x, ... x,, skirstiniai yra normalieji ar lognormalieji
su vienodais parametrais“ galime naudoti sudétingesnj: ,.x; skirstinys pri-
klauso tam tikrai skirstiniy §eimai (normaliojo, lognormaliojo), o skirstinio
parametrai priklauso nuo tam tikro neatsitiktinio ligonj charakterizuojan-
¢io kintamojo (vienmacio ar daugiamacio) Z reik§més, nustatytos i-tajam
ligoniui z;“ Sie modeliai vadinami regresiniais (jie nagrinéjami 10 skyriu-
je). Sudétingesnis dvinario kintamojo modelis - tikimybé m priklauso ir
nuo individg charakterizuojancio kintamojo z; reik§miy: m = n(z;). Atskiras
n1(z;) modelio atvejis — logistiné regresija — nagrinéjamas 11 skyriuje.

Medikams aktualu ne tik pavienio kintamojo désningumai, bet ir keliy kin-
tamuyjy tarpusavio priklausomybé. Todél naudojami keliy kintamuyjy jung-
tinio skirstinio modeliai. Pavyzdziui, SAS ir DAS jungtinj skirstinj galima
laikyti dvimaciu normaliuoju su nezinomais parametrais (3.3 pav.).

Kai kuriems statistinés analizés metodams reikalingos prielaidos apie k kin-
tamyjy bendrg skirstinj. Atskiry kintamyjy normalumas leidzia visy k kin-
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tamyjy daugiamatj skirstinj laikyti normaliuoju su nezinomais parametrais
(placiau apie daugiamatj normalyjj skirstinj — 15 skyriuje).

Apskritai duomeny skirstiniy modeliai skirstomi j:

e parametrinius;

e pusiau parametrinius;

e neparametrinius.

Ligoniy skai¢ius

3.3 pav. Ligoniy, serganciy timiais koronariniais sindromais, (SAS, DAS)
dvimaté histograma

Parametrinis modelis (dazniausiai naudojamas): kintamojo skirstinys pri-
klauso tam tikrai parametriniy skirstiniy Seimai P = P(6,, 0, ... 0,), kuri api-
bréziama Zinomos analizinés iSraiskos skirstiniu, priklausanciu nuo k pa-
rametry (0, 0, ... 0,). Zinodami $iy parametry reik§mes, visiskai Zinome
ir skirstinj. Parametriniy skirstiniy Seimy pavyzdziai: normaliyjy skirstiniy
$eima P = P(m, o) susideda i$ visy galimy normaliyjy skirstiniy; Puasono
skirstiniy $eima P(A) susideda i$ visy Puasono skirstiniy; Bernulio skirstiniy
$eima P(m). Normaliyjy skirstiniy Seimoje turime du nezinomus paramet-
rus: 0, yra vidurkis m, 0 0, - o. Zinodami m ir o, visiSkai Zinome normalio-
jo skirstinio tankj ar skirstinio funkcija. Puasono ir Bernulio skirstiniuose
turime vieng nezinomg parametra: 0, yra A, arba n. Parametrinis modelis
placiau nagrinéjamas 3.2 skyriuje.

Pusiau parametrinis modelis: kintamojo skirstinys priklauso tam tikrai
skirstiniy klasei S, kuri yra platesné uz P. S klasés skirstiniai priklauso nuo
nezinomy parametry (0,, 0, ... 0,), bet jy funkciné iraiska (formulé) néra
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zinoma. S gali bati simetrisky, unimodaliyjy skirstiniy, turin¢iy vidurkj m
(parametras), klasé. Analizuojant gautus duomenis, ne visada reikia tiksliai
apibudinti kintamojo skirstinj. Kartais, ypac kai turima daug matavimy, uz-
tenka prielaidos, kad $is skirstinys yra unimodalusis (ats. d. tankis ar tikimy-
bé turi vieng maksimumo taska).

Sakykime, norime jvertinti tam tikros populiacijos ligoniy BC koncentraci-
jos vidurkj arba palyginti dviejy dideliy ligoniy grupiy (n > 100) BC kon-
centracijg. Turint dideles imtis (n > 100), nebatina tiksliai apibudinti BC
koncentracijos skirstinio (pavyzdziui, normalusis skirstinys), uztenka prie-
laidos, kad BC koncentracijos skirstiniai yra unimodalieji su vidurkiais m,
ir m,. Si prielaida leidZia statistikos metodais (didZiyjy skai¢iy désniu, cen-
trine ribine teorema) jvertinti ligoniy grupiy BC koncentracijos vidurkius ir
juos palyginti (pusiau parametrinis modelis).

Turint nedidele imtj, sunku patikrinti jos normalumg. Todél daznai apsi-
ribojama prielaida, jog imties (ir populiacijos) skirstinys yra simetrigkas.
Lyginant dviejy nedideliy ligoniy grupiy kiekybinio kintamojo reik$mes,
daroma prielaida, kad vienos ligoniy grupés kintamojo reik§més yra ats. dy-
dziai X;, X, ... X,, kitos ligoniy grupés —ats. d. 0 + X,,,, 0 + X, 1, .. 0 + X,
¢ia X, X, ... X X, i1-e X, — nepriklausomi vienodai pasiskirste ats. dy-
dziai, © - poslinkio parametras. Kai yra toks kintamojo modelis, tvirtinti,
kad abiejy ligoniy grupiy vidurkiai lygas, yra tas pats, kaip tvirtinti, jog pa-
rametras 6 lygus nuliui (pusiau parametrinis modelis).

Neparametrinis modelis: kintamojo skirstinys priklauso tam tikrai skirsti-
niy klasei F (pavyzdziui, tolydziyjy, diskreciyjy), kuri yra platesné uz S.

Norint nustatyti, ar klinikinio rodiklio A skirstiniai serganciy ir sveiky po-
puliacijoje yra identiski, uztenka prielaidos, jog rodiklio A skirstinys yra
tolydusis (neparametrinis modelis). Norint patikrinti hipoteze, kad tarp
kiekybiniy kintamuyjy yra tiesinis rysys, daroma prielaida, jog iy kintamuyjy
skirstiniai yra tolydieji.

Matematiniu poziiriu griezZtesnis parametriniy, pusiau parametriniy ir ne-
parametriniy modeliy apibrézimas pateiktas V. Bagdonaviciaus ir J. Kruopio
vadovélyje [2].

3.2. Parametrinis imties modelis, parametry vertinimas*

Konkreti tiriamo rodiklio (ar keliy tiriamy rodikliy) imtis (x,, x, ... x,,) yra at-
sitiktinés imties (X}, X, ... X)) realizacija; ¢ia X; ... X — nepriklausomi atsitik-
tiniai dydziai. Sakoma, kad imties (X;, X ... X;) modelis yra parametrinis, jei
atsitiktinio vektoriaus X = (X;, X, ... X,,) skirstinio analiziné i$raiska Zinoma
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ir skirstinys priklauso nuo nezinomy parametry 6, 6, ... 8. Siems skirstinio
parametrams daznai suteikiama tam tikra medicininé ar biologiné interpre-
tacija; jie jvertinami remiantis turimomis imties reikSmémis (x;, x, ... x,,).

Nezinomi (X;, X, ... X;) skirstinio parametrai dazniausiai vertinami di-
dZiausio tikétinumo metodu. Sio metodo esmé - taip parinkti nezinomy
parametry jvercius él, 92...ék, kad tyrimo metu gauta imtis x,, x, ... x,, bty
labiausiai tikétina.

Didziausio tikétinumo metodui pateikti apibrésime imties tikétinumo
funkcijg. Pazymékime p(x, 0) (arba py(x, 0)), 8 = (0, 0, ... 06,) - vekto-
riaus X tankio funkcija, jei X koordinatés - tolydieji ats. d., arba tikimybé,
kad X jgis reik$me x, jei X koordinatés — diskretieji ats. dydziai. Funkci-
ja L(X, 9) = p(X, 0) = p(X;, X, ... X,, 0) vadinama imties (X, X, ... X,) ti-
kétinumo funkcija. Kadangi imtis — ats. vektorius X su nepriklausomomis
koordinatémis, tai

L(X, 0) :Pl(Xp e)Pz(Xza e)~--Pn(Xm 0);

¢ia pi(x, 0) — ats. d. X; tankis (jei X; yra tolydusis) ar tikimybé (jei X; yra dis-
kretusis). Atvejis, kai imtj generuoja priklausomi ats. dydziai, nagrinéjamas
10.11 skyriuje.

Sakoma, kad imties tikétinumo funkcija priklauso eksponentiniy skirstiniy
$eimali, jei ja galima i$reiksti taip:

L(X, 8) = CO)exp(Y 0,0 ,)T,(X)h(X); (3.1)

¢ia C(0), Q;(8) - funkcijos, priklausancios tik nuo 0, funkcijos T;(x) ... Ti(x),
h(x) nuo parametro 0 nepriklauso. Daugelis skirstiniy, naudojamy medici-
nos duomenims modeliuoti, kaip antai, normalusis, binominis, Bernulio -
priklauso eksponentiniy skirstiniy $eimai. Placiau apie eksponentiniy skirs-
tiniy $eimg pateikta [2].

3.1 pavyzdys. Imtis, generuota normalaus ats. d., t. y. vektoriaus X = (X,
X, ... X,) koordinatés, yra nepriklausomi, normalyjj skirstinj su vidurkiu m
ir dispersija o turintys atsitiktiniai dydziai. Sios imties tikétinumo funkcija
L(X, m, o) (zr. 2.5 skyriy) lygi:

2
_ —n/2 nm m o 1 noy2y.
L(X, m, 0)=(2nc ) "% exp {——20 —}exp {:2 DX - 2o Do X

t. y. (3.1) formuléje turime 0 = (m, 0), k=2,

2
C(8) = C(m, 0)= (2n5 )™ eXp{—ZOlz}, h(x) =1, Q,(0) = m/c?, Q,(0) = -1/c?,
Ty(0)= Y, X, Ty(x)=

n

2
S
=17
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Analizuojant mediky sukauptus duomenis, dazniausiai susiduriama su pa-
prastgja imtimi, kai (X, X, .., X,)) yra ats. vektorius su nepriklausomomis ir
ta patj skirstinj turin¢iomis koordinatémis. Siuo atveju imties tikétinumo
funkcija lygi:

L(X, 8) = p(X,, 0) p(X,, 8)...p(X,, 0);

¢ia p(x, 0) — ats. d. X; tankis ar tikimybé. Skirstiniy klasé P apibadinama kaip
vienmacio ats. d. skirstiniy klasé.

Jei daroma prielaida, kad X; skirstinys priklauso parametrinei skirstiniy kla-
sei P(b), o X; skirstinio parametras b; priklauso nuo ligonio kito neatsitikti-
nio kintamojo reik§meés z;: b; = b(9, z;) (regresinis modelis), tai

L(x, 9) = p(Xl’ b(es zl)) P(Xz, b(e) Zz)) "p(Xn) b(ﬁ, zn))-

DidzZiausio tikétinumo metodas. Labiausiai tikétina ta diskretaus ats. dy-
dzio reik§mé, kuriai jgyti tikimybé yra didziausia. Kai skirstinys yra tolydu-
sis, labiausiai ,,tikétina“ ats. d. tankio maksimumo reik§mé. Todél neZinomy
parametry jverciais parenkamos tokios imties (X, X, ... X,,) funkcijos, su ku-
riomis tikétinumo funkcija didZiausia. Ieskant tikétinumo funkcijos maksi-
mumo, ji logaritmuojama, surandamos logaritmuotos tikétinumo funkcijos
I(X, 0) = In(L(X, 0)) iSvestinés parametry 0,, 0, ... 0, atzvilgiu ir prilygina-
mos nuliui. Gauta lyg¢iy sistema

w:o, i=1,2..k

09,
issprendziama 0,, 0, ... 0, atzvilgiu. Sios sistemos sprendiniai (tiksliis ar nu-
statyti artutiniais metodais) 6,6,...d, laikomi ieskomais nezinomy para-
metry jverciais. Pagal apibrézima 6, 6,...6, yra atsitiktiniai dydZiai - imties
(X1, X5 ... X)) funkcijos (statistikos).

DidZiausio tikétinumo metodu gauti parametry jverciai gana geri: kuo imtis
didesné, tuo labiau tikétina, kad parametro jvertis labai mazai skirsis nuo
tikrosios parametro reik§més. Normaliojo, Puasono ar Bernulio skirstiniy
parametry vertinimas didziausio tikétinumo metodu smulkiau iSdéstytas
[1,2, 3, 7] vadovéliuose.

Dazniausiai naudojamy skirstiniy parametry jverciai pateikti 3.1 lenteléje.
Parametrinio modelio jver¢iai gauti didziausio tikétinumo metodu.

Analizuojant keliy kintamyjy (faktoriaus ir atsako j jj) tarpusavio ry$j, nau-
dojami sudétingesni modeliai, kaip antai, dispersiné ar regresiné analizé
(10-12 skyriai). Juose nezinomi parametrai vertinami artutiniais metodais,
todél ne visada galima pateikti parametry jver¢iy formules, analogiskas pa-
teiktoms 3.1 lenteléje.
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3.1 lentelé. Parametry jverciai jvairiems kintamojo modeliams

Kintamasis Skirstinys Parametrai Parametry jverciai

Kiekybinis Normalusis (m, 0?) m=X,0%=s"

Kiekybinis Puasono A X=X

Kokybinis, jgyjantis | Diskretusis Ty Ty | R,=p,=n,/n,

k reik$miy n;— dazniai

Dvinaris P{X=1}=m, n T =p=k/n,k-vienety
PiX=0}=1-m skai¢ius imtyje; p - vienety

proporcija imtyje
Kiekybinis - Vidurkis m, m=x0%=s"
dispersija 02

3.3. Parametry vertinimas Bajeso ir pakartotinés atrankos
metodu

Nezinomiems imties skirstinio parametrams vertinti taip pat naudojami Ba-
jeso bei pakartotinés atrankos metodai.

Bajeso (Bayes) metodas’. Naudojant §j metods, daroma prielaida, kad pa-
rametro 0 reik§més néra fiksuotos. Jos yra atsitiktinés su tam tikru zinomu
skirstiniu. Taigi taikant didziausio tikétinumo metoda, nezinomy paramet-
ry reik§més nustatomos remiantis tik imties reikSmémis, o Bajeso metodas
papildomai naudoja ir informacija apie .

Norint jvertinti 0, reikia nustatyti jo aposteriorinj skirstinj — skirstinj p(0|x)
konkreciai im¢iai x = (x, x; ... x,,). Pagal Bajeso formule

p(6lx) = p(x| 8) p(8)/f(x);

¢ia p(0) - zinomas skirstinys, p(x|0) — imties tikétinumo funkcija (konkre-
¢iai imdiai) esant fiksuotai 0 reik§mei, o f(x) = | p (x]0) p(8) dO - imties x be-
salyginis skirstinys (tankis arba tikimybe). Jei jmanoma, p(0|x) iSreiskiamas
analizi$kai, naudojant p(x|0) ir p(0) israiskas. Kai p(8|x) analiziskai isreiksti
nejmanoma, $is skirstinys modeliuojamas naudojant kompiuteriu generuo-
tus reikiamus atsitiktinius dydzius.

Pakartotinés atrankos (resampling) metodai. Siy metody esmé — naudo-
jant turimas imties reik§mes, generuojamos naujos imtys, po to didziausio
tikétinumo metodu jvertinami nezinomi parametrai kiekvienai sugeneruo-
tai im¢iai. Siy parametry reik§miy vidurkis ir yra nezinomo parametro jver-
tis. Priklausomai nuo naujy imciy generavimo taisykliy naudojamas plétros
(bootstrap) bei atmestos reik$meés (jackknife) metodai.
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Plétros metodas. IS n imties reik§miy sudaromos imtys, kuriy kiekvienoje
yra m (m < n) nariy; i§ viso — m" imciy. Im¢iy generavimo procediira vadi-
nama visa pakartotiné atranka (complete resampling), kai i§ n dydzio imties
reik§miy generuojamos visos galimos n dydzio imtys (m = n). Sj metoda
iliustruosime pavyzdziu.

3.2 pavyzdys ([4]). Turime 3 nariy imtj, generuota normaliojo ats. dydzio:
1; 6; 9. Sios imties vidurkis lygus X = 5,33, standartinis nuokrypis s = 4,04
(s vertintas (1.1) formule). Plétros metodu jvertinsime vidurkj ir standartinj
nuokrypj. I§ 1; 6; 9 reik§miy galima sudaryti 3° = 27 skirtingas imtis. 3.2 len-
teléje pateiktos visos $ios imtys, kiekvienos imties vidurkis ir standartinis
nuokrypis. Siy 27 dydziy vidutinés reik§meés - 5,33 ir 2,95 - yra populiacijos
skirstinio vidurkio ir standartinio nuokrypio jverciai, gauti plétros metodu.
Matome, kad plétros metodu gautas standartinio nuokrypio jvertis mazes-
nis, nei apskaiciuotas pagal (1.1) formule.

Atmestos reikSmés metodas. I$ n dydzio imties vienas narys pasalinamas ir
likusiais (n - 1) nariais vertinami nezinomi parametrai. Paeiliui $alinant vis
skirtinga narj, $i procedira kartojama » karty. I§ gauty » jverciy reik$émiy
skai¢iuojami vidurkiai. Jie ir laikomi nezinomy parametry jverciais.

3.2 lentelé. Imties 1; 6; 9 visa pakartotiné atranka bei vidurkio ir standartinio
nuokrypio jverciai, gauti plétros metodu

Imtis X S Imtis X S Imtis X S
1;1;1 1 0 6;1;1 | 2,67 2,89 9%1;1 | 3,67 4,62
1,1;6 | 2,67 2,89 6;1;6 | 4,33 2,89 9% 1;6 | 533 4,04
11,9 | 3,67 4,62 6;1;9 | 533 4,04 9%1;9 | 6,33 6,62
1,6;1 | 2,67 2,89 6;6;1 | 4,33 2,89 96;1 | 5,33 4,04
16,6 | 4,33 2,89 6;6;6 | 6 0 96,6 | 7 1,73
1;6;9 | 533 4,04 6;6;9 | 7 1,73 96;9 | 8 1,73
1,91 3,67 4,62 6;9;1 5,33 4,04 9;9;1 6,33 6,62
1;,9;6 5,33 4,04 6;9;6 7 1,73 9,9;6 8 1,73
1,99 6,33 6,62 6;9;9 8 1,73 999 9 0
Vidurkio ir standarinio nuokrypio jverciai:

DidZiausio tikétinumo metodu: X = 5,33, s = 4,04

Plétros metodu: X = 5,33, s = 2,95

3.4. Parametry jverciy Kitimo charakteristika

Nezinomy parametry, kaip antai, vidurkio, dispersijos, tikimybés jver-
¢iai, gauti didziausio tikétinumo metodu, yra imties — atsitiktiniy dydziy
funkcijos, t. y. jie patys yra atsitiktiniai dydziai. Todél jvertinus nezinomus
parametrus, batina jvertinti jy patikimuma - sklaidg aplink vidurkj. Pazy-
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mésime, kad visi 3.1 lenteléje pateikti parametry jverciai yra nepriklausomy
ats. dydziy x,, x, ... x, sumy funkcijy reik§més. Kai imtis ganétinai didelé,
minéty jverciy skirstinius galima laikyti normaliaisiais (remiantis centrine
ribine teorema). Normaliojo ats. d. kitimg (sklaidg) charakterizuoja disper-
sija, arba standartinis nuokrypis. Todél pateikiant jvertintus kintamojo (po-
puliacijos) skirstinio parametrus, pateikiami ir jy standartiniy nuokrypiy
jverciai, dar vadinami standartinémis paklaidomis (standard error).

Sakykime, kiekybinis kintamasis X turi unimodaly skirstinj su vidurkiu m
ir dispersija 02. Vidurkio m jvertis yra imties vidurkis X. Ats. d. X dispersija
yra 0%/n, standartinis nuokrypis - o/A/n, o standartinis nuokrypio jvertis —
s/\/; zymimas SE(X), arba s,. s, vadinamas standartine vidurkio paklaida
(standard error of mean, arba SE). 3.3 lenteléje pateiktos parametry jverciy
dispersijos, standartiniai nuokrypiai ir standartinés paklaidos. Tyrimy metu
nustatytas kiekybinio kintamojo vidurkis pateikiamas kartu su standartine
paklaida, pavyzdziui, X * s,. 3.4 lenteléje pateikti kintamyjy vidurkiy jver-
¢iai su standartinémis paklaidomis.

3.3 lentelé. Parametry jverciy dispersija, standartinis nuokrypis ir standartiné
paklaida

Skirstinys | Parametrai | [vertis | Dispersija = St. nuokrypis St. paklaida
Normalusis | Vidurkism | x o*/n on siln
Dispersija 0 | s? 20%/n V262 /\n V25% /\In
Puasono A X Nn VA /n X/n
Bernulio  Tikimybén | p=k/n m(l-m/n | Jn(-m)/n Jp(=p)in

3.4 lentelé. Ligoniy, serganciy timiais koronariniais sindromais, echoskopiniy
rodikliy vidurkiai ir standartinés paklaidos

Rodiklis Vidurkis St. paklaida
KSGDD 47,73 0,2
KSMI 128,95 1,15
KPR 54,46 0,23
DPR 47,69 0,25

IF 43,0 0,36

3.3 pavyzdys. Vidurkio, standartinio nuokrypio ir standartinés paklaidos
skai¢iavimg iliustruosime pavyzdziu. 3.5 lenteléje pateikti 26 jauny sveiky
suaugusiy asmeny arterinio kraujo spaudimo matavimo duomenys (SAS ir
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DAS, mmHg). Kadangi $ie asmenys rinkti atsitiktinai, tai, naudodami Sios
imties reik§mes, jvertinsime jauny sveiky suaugusiy asmeny populiacijos
SAS vidurkj. Populiacijos SAS vidurkio jverc¢io galimg paklaida jvertinsi-
me vidurkio standartine paklaida SE. Naudodami 3.5 lentelés duomenis,
turime:

3.5 lentelé. 26 jauny sveiky suaugusiy asmeny SAS ir DAS reikSmés

tyrimy skaiciy, arba n = 26;
vidurkj, arba ¥ =113,1 mmHg;

standartinis nuokrypis, arba s =10,3 mmHg;

standartine paklaida, arba s, = S/\/; = 10,3/\/% =10,3/5,1 = 2,02 (mmHg).

Nr. SAS (mmHg st.) DAS (mmHg st.) Lytis
1 108 62 M
2 134 74 \%
3 100 64 M
4 108 68 M
5 112 72 \'
6 112 64 M
7 112 68 M
8 122 70 \'
9 116 70 \%
10 116 70 \%
11 120 72 \%
12 108 70 M
13 108 70 M
14 96 64 M
15 114 74 \%
16 108 68 \%
17 128 86 \%
18 114 68 \%
19 112 64 \%

20 124 70 M

21 90 60 M

22 102 64 M

23 106 70 \%

24 124 74 \%

25 130 72 \%

26 116 70 M
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Analizuojant sudétingesnius modelius, pavyzdziui, regresinius, vertinamas
ne tik vidurkio, bet ir viso daugiamacio parametro 6 = (6, 6, ... 6,) jvercio

(91 , .0 ) — atsmktlmo vektoriaus — kitimas. Jis vertinamas kovariacijy
matrica cov(()) Kai 0 yra didziausio tikétinumo jvertis, §i kovariacijy ma-
trica iSreiskiama tokia formule: cov(§) = (~1(8))"!, &a I1(0) = (v;) — Fiserio
informacijos matrica, sudaryta i§ elementy

071
V..=m——.
7 06; 89]-

Kovariacijy matrica cov(6) yra parametry 6,, 6, ... 6, funkcija. Kovariacijy
matricos cov(6) jvertis cov(e) skai¢iuojamas j cov(e) iSraiska vietoj O jrasius
didziausio tikétinumo jvertj 0: cov(d) = (- 1(0)| 6 = 9) 1

Kai 0 vertinamas Bajeso metodu, 0 kintamumas nustatomas modeliuojant
p(0]x) skirstinj arba naudojantis tikslia p(0|x) i§raiSka; ¢ia x = (x;, X, ... x;).
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4 SKYRIUS

Pasikliautinieji intervalai
ir jy naudojimas iSvadoms gauti

4.1. Parametry pasikliautinieji intervalai

Sakykime, X - tolydusis ats. dydis, turintis vidurkj m ir dispersija o2,
0 Xy, X, ... X, — $io ats. d. paprastoji imtis (x; - normalusis ats. d.). Vidurkio m
jvertis yra imties vidurkis X. Jis taip pat yra atsitiktinis: skirtingy konkreciy
imciy x reik$més, taip pat ir m jverciai, skirsis. Pavyzdziui, daroma prielai-
da, kad 30-45 m. vyry SAS skirstinys yra normalusis. Trys rezidentai verti-
no SAS skirstinio vidurkj naudodami penkiy atsitiktinai atrinkty 30-45 m.
vyry SAS reik§mes. Tyrimo metu gautos reik§mes: I rezidento - 130; 135;
120; 125; 120; II rezidento — 135; 115; 120; 125; 140; III rezidento — 120;
120; 140; 135; 125. Siy im¢iy vidurkiai, taip pat ir parametro m jvercio
reik§més, atitinkamai lygais 126, 131 ir 128. Todél aktualu jvertinti vidurkio
jvercio patikimumg - nustatyti, kiek jis skiriasi nuo tikrosios parametro
reikSmés.

Nezinomo parametro jvercio patikimumui vertinti pasitelkiama pasikliovi-
mo lygmens savoka. Pasikliovimo lygmuo (confidence level) P - tikimybeé,
jog nezinomas populiacijos (skirstinio) parametras 6 yra intervale [6,,(x),

8,15(0)]:
P=P{,,(x) <6 <8, (0} (4.1)

¢ia x = (x, x, ... x,,) — atsitiktiné imtis — nepriklausomi ats. dydziai.
Intervalas [6,,(x), 8,,(x)] vadinamas parametro 6 pasikliautinuoju inter-

valu (confidence interval); atsitiktiniai dydziai Gup(x) ir 0 (x) vadinami

virs
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pasikliautinojo intervalo apatine ir vir§utine ribomis. Pasikliautinasis in-
tervalas sutrumpintai Zymimas PI. P reik§més parenkamos artimos viene-
tui: P = 0,9; 0,95; 0,99; kartais P pateikiamas procentais. Nuo P parinkimo
priklauso pasikliovimo intervaly ilgis — kuo P artimesnis vienetui, tuo pa-
sikliautinasis intervalas yra platesnis (4.1 pav.). Pasikliautinasis intervalas
[Gap(x), 0,,:(x)] nusako nezinomo parametro 0 jvertinimo patikimuma - tai
intervalas, kuriame su artima vienetui tikimybe yra tikroji parametro reiks-
mé. 0 (x) ir 0, (x) reikSmés priklauso nuo kintamojo modelio (x skirsti-

ap . C
nio), parametro 0 jvercio 6 = g (x) ir nuo pasikliovimo lygmens P.

virs

Dazniausiai naudojamy parametry pasikliautinieji intervalai sudaromi taip:
nustatoma imties funkcija (statistika) T(0, x), j kurig dazniausiai jeina ir
parametro jvertis 6 (x). T(6, x) skirstinys yra zinomas (pvz., standartinis
normalusis, Stjudento, X3, ...). Parenkame skaicius u, ir u,, nepriklausancius
nuo imties reik$miy, kad

P=P{u, <T@, x) < u,}. (4.2)

Paprastai u, ir u, yra T(0, x) skirstinio atitinkamo lygmens kvantiliai:
Uy =t pyo Uy = Ly pyo- Irade Sias reikdmes j (4.1) formule ir atitinkamai jg
pertvarke, gauname 0 pasikliautingjj intervalg.

P=10,90
4 P=0,95

P=099 AN
—— I~

4.1 pav. Pasikliautinieji intervalai su skirtingais pasikliovimo lygmenimis P

Konkreciai im¢iai nustatytos pasikliautinojo intervalo ribos 6,, ir 0,,,; yra
skaidiai, o parametro pasikliautinasis intervalas ir (4.1) formulé interpre-
tuojama taip: jvykio 0,, < 0 < 6, statistiné tikimybé - pasikliovimas -
lygi P. Tai reiskia, kad, pakartotinai generuojant imtis, mazdaug P procen-
ty atvejy nezinomas parametras 0 bus apskaic¢iuotame pasikliautinajame
intervale.
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4.2. Normaliojo skirstinio vidurkio pasikliautinasis intervalas

Pateiksime keletg pasikliautinyjy intervaly konstravimo pavyzdziy.

Normaliojo skirstinio vidurkio pasikliautinasis intervalas,

kai dispersija zZinoma

Sakykime, x,, x, ... x, — ats. dydzio X, turin¢io normalyjj skirstinj su ne-
zinomu vidurkiu m ir Zinoma dispersija %, imtis. Konstruodami vidur-
kio m (¢ia 0 = m) pasikliautingjj intervalg, pirmiausia sudarykime funkcijg
T(8, x). Kadangi x, yra normalusis ats. d. su parametrais (m, 0%),i=1...n,
tai (%, + %, + ..t x,) ir (X, + X, + .t X, - nm)/(nc) yra atitinkamai nor-
malieji ats. dydziai su parametrais (nm, no?) ir (0, 1), ir statistika T(0, x) =
Jn(x—m)/o ~ N(0, 1). Todel

P=Pl-zy,pp < (X + X+ 0t X, - nm)/(Nno ) < Zpy)

arba
P{x - Z(Hp)/zﬁ/\/; <Sm< X+ z(HP)/zc/\/;} =P.

Remdamiesi pastargja formule, nustatome nezinomo vidurkio (dispersi-
ja zinoma) pasikliautingjj intervalg [m,; m,, ], kai patikimumas yra P; ¢ia
My =X = Z(4pya O/ My = X + Z(14p) o/\n.

virs

Normaliojo skirstinio vidurkio PI, kai dispersija nezinoma

Sakykime, x;, X, ... X, — ats. dydzio X, turin¢io normalyjj skirstinj su nezi-
nomais parametrais (m, 0%), imtis; ¢ia 0 = m. Ats. d. (x, + x, + ...+ x,, - nm)
yra normalusis su parametrais (0, n6%), 0 (x, + X, + ...+ X, — nm)/(</ns) pagal
apibrézima yra ats. d., turintis Stjudento skirstinj su n - 1 laisvés laipsniy;
taigi statistika T(6, x) yra tokia: T(8, x) =+/n(X —m)/s~ t(n - 1). Todél

P =Pl-ti,p, (1= 1) < (x4 X, + ot x, - nm)/(sVn) <t (n = 1)}
arba
PAX = t,py (1= 1) s/An < m < X+ £y, (n = 1) s/n} = P.

Remdamiesi pastargja formule, nusakome nezinomo vidurkio pasikliauti-
nojo intervalo apatine ir vir§uting ribas esant patikimumui P:

Moy= X — Ly pyn (= 1) s/, m = T+ 1,00 - 1) s/, (4.2)

ap virs

¢ia t,(n-1) — Stjudento skirstinio su #n — 1 laisvés laipsniu o lygmens kvan-
tilis, s — standartinis nuokrypis. Kai imtis didelé (# > 100), skai¢iuojant vi-
durkio pasikliautingjj intervalg, (4.2) formuléje vietoje Stjudento skirstinio
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kvantilio galima naudoti 2, p),, nes Jn (x -m)/s skirstinys, augant n, artéja j
standartinj normalyjj (didziyjy skaiciy désnis, centriné ribiné teorema).

Kaip minéjome, dydis sin, naudojamas vidurkio pasikliautinojo intervalo
formuléje (4.2), yra imties vidurkio standartiné paklaida; taigi zinant imties
vidurkj ir standartine paklaidg, galima apskaiciuoti vidurkio pasikliautinajj
intervalg bet kuriuo patikimumu.

4.1 pavyzdys. 3.5 lenteléje pateiktos 26 jauny sveiky suaugusiy asmeny
SAS ir DAS reik§més (mmHg). Naudodamiesi 3.3 skyriuje nustatytu SAS
vidurkiu bei jo standartine paklaida, lygia 2,02, apskai¢iuosime SAS vidur-
kio 95 % pasikliautingjj intervalg. Remiantis (4.2) formule, vidurkio 95 %
pasikliautinasis intervalas yra X + f;4,:(15)s,. 2 lenteléje randame ¢, ,,5(15) =
2,13. Todél SAS vidurkio 95 % PI yra:

113,1 £2,13%2,02 =113,1 + 4,303 arba m,, = 108,8 ir m,, . = 117,4.

SAS vidurkio 99 % PI skaic¢iuojamas analogiskai:

113,1 + 2,95%2,02 =113,1 + 5,959 arba tarp my, = 107,14 ir m
nes fg5(15) = 2,95.

= 119,06,

virs

Vidurkio PI skai¢iavimas plétros metodu. Skai¢iuojant normaliojo skirs-
tinio vidurkio PI pagal (4.2) formulg, vietoj standartinio nuokrypio o jver-
¢io s, apskaic¢iuoto pagal (1.1) formule, naudojamas standartinio nuokrypio
jvertis, gautas plétros metodu (3.3 skyrius).

Vidurkio PI galima jvertinti ir tiesiogiai plétros metodu. Generuojamas rei-
kiamas im¢iy skaic¢ius m"; ¢ia n — imties dydis, m < n. Apskai¢iuojamas
kiekvienos imties vidurkis ir visi gauti vidurkiai i$déstomi didéjimo tvarka.
Atmetus n(1 - P)/2 didziausiy bei tiek pat maziausiy vidurkio reik$miy, li-
kusi didZiausia ir maziausia vidurkio reik§meés ir bus pasikliautinojo inter-
valo su patikimumu P ribos.

4.2 pavyzdys. Turime imtj 1; 6; 9, generuota normaliojo ats. d. Apskaic¢iuo-
sime vidurkio pasikliautingjj intervala su pasikliovimo lygmeniu P = 0,93.

» Vidurkio pasikliautinasis intervalas, apskai¢iuotas pagal (4.2) formule.
Turime n = 3; X = 5,33, s = 4,04; ¢ia s skai¢iuotas naudojant (1.1) formule; SE
= s/3 =2,33; (1 + P)/2 = 0,965; ty.065(2) = 3,76. PI ribos lygios:

m,, = 5,33 - 3,76x2,33 = ~3,43; m,, = 5,33 + 3,76x2,33 = 14,09.

o Vidurkio PI, apskaiciuotas pagal (4.2) formule, kai s skai¢iuotas plétros
metodu.

3.3 pavyzdyje pateiktas $ios imties vidurkio ir standartinio nuokrypio skai-
¢iavimas plétros metodu naudojant visg pakartotine atrankg (3° = 27 imtys).
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Minéty parametry jverciai, gauti plétros metodu, yra $ie: X = 5,33, s = 2,95.
Tuomet standartiné paklaida lygi 2,95/ V3=17,0 pasikliautinojo intervalo
ribos: m,, = 5,33 - 3,76x1,7 = -1,07; m,;s = 5,33 + 3,76x1,7 = 11,74.

virs
o Vidurkio PI, apskai¢iuotas naudojant visg pakartotine atranka.

Visy 27 im¢iy vidurkio reik§meés pateiktos 3.2 lenteléje. Atmetus 2 krasti-
nes reik§mes i§ 27 (1 ir 9), gautas toks vidurkio pasikliautinasis intervalas:
m,, = 2,67; m,; = 8.

I$ pateikty pavyzdziy matome, kad placiausias vidurkio pasikliautinasis in-
tervalas gautas naudojant (4.2) formule su s, apskaiciuotu pagal (1.1) formu-
le, o siauriausias - visos pakartotinés atrankos metodu.

4.3. Dvinario kintamojo tikimybeés pasikliautinasis intervalas

Sakykime, x;, X, ... X, — dvinario kintamojo imtis; x; - ats. dydziai, jgyjan-
tys dvi reiksmes - 1 ir 0 su tikimybémis P{X = 1} =, P{X =0} =1 - m; ¢ia
7 - nezinomas parametras. Tikimybés m jvertis yra proporcija p = k/n; ¢ia
k - vienety skai¢ius imtyje. Kadangi k yra binominis ats. d. su parametrais
(n, m), tai tikimybés mt tikslaus pasikliautinojo intervalo su patikimumu P
apatiné ir virSutiné ribos p,, ir p,,,; apibréziamos lygybémis:

k . i n . i
(1 _P)/2 :ijocr{p;p(l_pap) ]s(]- —P)/2 :Zj:kch/p\{irs(l_pvirs) j-

Naudojantis Siomis formulémis, tikimybés pasikliautingjj intervalg nusta-
tyti yra sudétinga. Tikslios tikimybés PI ribos skai¢iuojamos statistiniais
paketais, pavyzdziui, EPIINFO, bei pateikiamos lentelémis (zr. [6]). Kai n
ganétinai didelis, o p néra labai maza, t. y. np > 5 ir n(1-p) > 5, tikimybés n
pasikliautinojo intervalo ribos nustatomos remiantis centrine ribine teore-
ma: statistikos

7\/;(17 —7) arba ko) (4.3)
A (l—m) Jam(l—-m) :
asimptotinis skirstinys yra standartinis normalusis. Kadangi k yra diskretu-

sis, o normalusis ats. d. — tolydusis, j (4.3) iSraiska jraSoma tolydumo pataisa;
nustatyta, kad statistikos

_|k-nm|-1/2

Jan(l—m) (4.4)

skirstinys artimesnis standartiniam normaliajam skirstiniui nei (4.3). Kai
n labai didelis, tolydumo pataisa nebitina. Remdamiesi (4.3-4.4) atsitik-
tiniy dydziy normalumu, pateiksime tris variantus tikimybés apytiksléms

VA
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PI riboms skaiciuoti. Pazymékime z - standartinio normaliojo skirstinio
(1 + P)/2 lygio kvantilis, P - nustatytas patikimumas.

I. PI ribos nustatomos remiantis ats. d. Z (4.4) normalumu:
n(p=p, =12) _ n(p=pu.+1/2)

\[pap(l_pap) ) pvirs’(l_pvirs')

arba p,,=((2k + 2°= 1) =z (2> =2+ 1/n) + 4k((n— k) + 1)/ n)/(2(n + 22),

P = (Ck+27 4+ 1) +24/2% + (2 +1/n) + 4k((n— k) = 1)/ n)/ 2(n + 22).

I1. Kai n didelis, pataisa diskretumui nebutina, todél  pasikliautingjj inter-
valg galima apibrézti nelygybe:

|lp—n |Kzyn(l—m)/n. (4.5)

Pakeéle abi nelygybés (4.5) puses kvadratu ir i$sprende lygtj (p - m)? =
Z2n(1 - m)/n T atzvilgiu, gauname apytikslj tikimybeés nt pasikliautingjj in-
tervalq [pap’ pvir§]:

pap = 2np+ 22 = 22> +dnp(1= p))/(2n + 2)),
P = @np + 27+ 2322 +dnp(1- p))/2(n + 2)).

III. n pasikliautinasis intervalas gaunamas (4.5) formulés desinéje puséje
pakeitus 7 jos jver¢iu p: p,,=p -z p(l=p)/n,p,, =p+zyp(l-p)/n.

Pateiksime tikimybés jvercio ir pasikliautinojo intervalo skai¢iavimo pa-
vyzdj.

4.2 pavyzdys. Istyrus 100 atsitiktinai atrinkty individy, 65 nustatéme po-
zymj A, taigi m jvertis lygus: p = 65/100 = 0,65. Apskaiciuosime tikimybés
95 % pasikliautingjj intervalg. Tikslus $ios tikimybés PI yra [0,548; 0,743];
jvertintas I metodu - [0,548; 0,741], IT metodu - [0,552; 0,736], III meto-
du - 0,65 + 1,96(0,65x0,35/100)/2 = 0,65 + 1,96x0,0477, arba [0,557; 0,743].
Matome, visais metodais apskaiciuoti tikimybés PI beveik nesiskiria.

Palyginsime nedidelés imties tikimybés pasikliautinuosius intervalus. Saky-
kime, n =20, p = 0,25. Tikslus 95 % PI: [0,087; 0,491]; I metodu - [0,096;
0,494], II metodu - [0,112; 0,469], III metodu - [0,06; 0,440]. Matome, kad
I1I metodu nustatytos atitinkamos PI ribos yra aidkiai mazesnés, nei nusta-
tytos I ar I metodu. Siaip III metoda PI nustatyti rekomenduotina, kai np
ir n(1 - p) virSija 10. II metodas naudotinas, kai dydziai np,, ir n(1 - p,;;)
didesni uz 5.
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4.4, Pasikliautinyjy intervaly grafinis pateikimas

Pasikliautinuosius intervalus, apskai¢iuotus naudojant konkrecios imties
reik§mes, galima grafiskai pateikti staciakampe diagrama. Standartiné sta-
¢iakampé diagrama bréziama taip: staciakampio viduryje kvadratéliu pazy-
mimas vidurkis; sta¢iakampis braizomas nuo vidurkis - standartiné paklaida
()_c—s/\/;) iki vidurkis + standartiné paklaida (f+s/\/;). Nuo stacia-
kampio apacios bréziamas apatinis ,,tsas“ tesiasi iki (x —1,96s/ \/; ), 0 Vir-
$utinis ,,asas” prasideda nuo stac¢iakampio vir$aus ir bréziamas iki reik§més
(X +1,965/+/n). 1,96 yra normaliojo skirstinio 0,975 lygio kvantilis, taigi sta-
¢iakampés diagramos ,,isai“ nurodo vidurkio pasikliautingjj intervala, skai-
¢iuotg standartiniam patikimumui P = 0,95 ir gana didelei im¢iai (4.2 pav.).
Statistiniai paketai STATISTICA ir SPSS suteikia galimybe staciakampe di-
agrama pavaizduoti ir vidurkio pasikliautingjj intervalg, nustatomg pagal
formule (4.2).

Pateikus keliy im¢iy (ar keliy parametry) vidurkio pasikliautinajj intervala
staciakampe diagrama, nesunku palyginti populiacijos skirstinio vidurkius.
Jei pasikliautinieji intervalai nesusikerta, galima daryti i$vada, kad popu-
liacijy skirstinio vidurkiai yra skirtingi (placiau apie vidurkiy palyginima —
5 skyriuje).

4.2 pav. staciakampe diagrama pateikti vyry ir motery SAS vidurkio pasi-
kliautinieji intervalai (3.5 lentelés duomenys).

124

122

120

118 n

116

114

112

110

SAS, mmHg st.

108

106

104

= Vidurkis

102 [ ] +SE

100 [ +1,96+SE
Vyrai Moterys

4.2 pav. Vyry ir motery SAS vidurkio pasikliautinieji intervalai
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I§ 4.2 pav. daroma i$vada: ,jauny sveiky suaugusiy vyry SAS vidur-
kis (118,3 mmHg st.) reik$mingai didesnis nei tokio pat amziaus motery
(107,0 mmHg st.)“ Tai suprantama, kad jauny sveiky vyry populiacijos SAS
skirstinio vidurkis yra didesnis uz jauny sveiky motery populiacijos SAS

skirstinio vidurkj.

Dazniausiai naudojami tolydziojo skirstinio parametry pasikliautinieji in-
tervalai pateikti 4.1 lenteléje. Tikimybés pasikliautinojo intervalo formulés

pateiktos 4.3 skyriuje.

4.1 lentelé. TolydZiojo skirstinio parametry pasikliautinieji intervalai

Ats. d. X, generuojancio imtj, skirstinys

Parametras

Pasikliautinasis intervalas

Mgy = X =ty (1= 1) s/,

imtis didelé (n > 30)

X ~ N(m, 0), m ir 0 - neZzinomi m
M= X = Lpyp (= 1) s/ln,
2
O = (n-1)s% X(l—P)/z(n -1,
X ~ N(m, 6%), m ir 0 - neZinomi o ,
0= (n=1)s%/ Lasry2 (n-1),
Skirstinys unimodalus, m My =X =2y, p)p S/ Jn,

Myis = X + Z(11pyn §/ Jn
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5 SKYRIUS

Hipoteziy tikrinimas

5.1. Statistinés hipotezés

Hipoteze vadinamas bet kuris nepatvirtintas teiginys. Teiginj apie stebimo
ats. dydzio ar keliy ats. dydziy skirstinj vadinsime statistine hipoteze.

Kasdieniuose tyrimuose medikai susiduria su aibe hipoteziy, kurias reikia
patvirtinti arba atmesti. Pateiksime keleta mediky klinicisty hipoteziy:

@

(II)

(I11)

Iv)

V)

(VI)

Serganciy I tipo CD motery iki menopauzés kaulinio audinio tankis
mazesnis nei sveiky motery.

Ramiprilio vartojimas mazina kardiovaskulinio jvykio 5 mety laiko-
tarpiu tikimybe.

Ligoniy sergamumas X liga neturi jtakos $irdies kairiojo skilvelio ga-
liniam diastoliniam dydziui (KSGDD).

Ligoniy, serganciy X liga, bendrojo cholesterolio koncentracija krau-
jyje yra padidéjusi.

Serganciuosius arterine hipertenzija gydant X preparatu, ramybés ir
fizinio kritvio metu sumazéjo SAS.

Ligoniy, turin¢iy $irdies nepakankamuma, tikimybé isgyventi viene-
rius metus po MI mazesné nei neturinéiy $irdies nepakankamumo.

Laikant ligonj charakterizuojancius kintamuosius atsitiktiniais dydziais, vi-
sas Sias hipotezes galima paversti statistinémis hipotezémis.

Jei duomeny skirstinio modelis yra parametrinis, t. y. kintamojo skirstinys
yra zinomo pavidalo (pavyzdziui, normalusis), bet su nezinomais paramet-
rais, tai (I-VI) hipotezés performuluojamos j hipotezes apie skirstinio pa-
rametrus. Pavyzdziui, individo BC koncentracija priklauso nuo jvairiy indi-
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vido savybiy - amziaus, mitybos, biologiniy savybiy ir t. t. Todél priimtina
prielaida, kad atsitiktinai atrinkty populiacijos individy BC koncentracija
kraujyje - atsitiktinis dydis, turintis tam tikro pavidalo skirstinj su nezino-
mu vidurkiu m; ¢ia vidurkis m yra BC skirstinio parametras. Siuo modeliu
aiskinant cholesterolio svyravimus, (IV) hipotezé-tvirtinimas ,,susirgimas
X padidina BC koncentracija“ reiskia, kad ,ligoniy, serganciy X liga, BC
skirstinio vidurkis yra didesnis nei sveiky ligoniy BC skirstinio vidurkis®
Matematiskai tai iSreiSkiama taip: m > my; ¢ia m, - BC koncentracijos nor-
ma. Jei (IV) pasitvirtino, sakoma: ,serganciy X liga BC koncentracijos vi-
durkis reik§émingai didesnis uz norma“ Aprasant statistines i§vadas, vietoj
»populiacijos vidurkis yra didesnis..." teigiama ,,vidurkis reiksmingai dides-
nis... Frazé ,vidurkis didesnis“ suprantama, kad didesnis yra apskai¢iuotas
konkrecios imties vidurkis, o i$vada apie populiacijos vidurkj nedaroma.

Performuluosime (I) hipotez¢ i statistine. Darome prielaidg, kad sergan-
¢iyjy I tipo CD motery kaulinio audinio tankis turi normalyjj skirstinj su
nezinomu vidurkiu m,, sveiky motery kaulinio audinio tankis taip pat turi
normalyjj skirstinj su nezinomu vidurkiu m,. Tuomet (I) hipoteze galima
suformuluoti taip: m, < m,, arba ,,serganciyjy I tipo CD motery kaulinio
audinio tankio vidurkis yra reik§mingai mazesnis uz sveiky motery kaulinio
audinio tankio vidurkj®

Nagrinédami (III) hipoteze, darykime prielaida: ligoniy, serganciy ligomis
X ir Y, KSGDD turi to paties tipo skirstinj su vidurkiais m, ir m,. Tuomet
(IT) hipotezé formuluojama taip: m, = m,, arba ,ligoniy, serganciy ligomis
X ir Y, KSGDD vidurkiai reik§mingai nesiskyré®. (V) hipotezé performuluo-
jama analogiskai.

(II) hipotezé: kardiovaskulinj jvykj (CV) nurodantis kintamasis Y (Y = 1,
jei CV jvyko penkeriy mety laikotarpiu, Y = 0, jei per penkerius metus CV
nejvyko) yra ats. dydis su Bernulio skirstiniu. Sakykime, kad vartojusiy ra-
miprilio CV atsiradimo tikimybé P{Y = 1} yra m,, vartojusiy placebo - m,.
Tuomet vietoj (II) hipotezés galime tikrinti hipoteze m, < m,, arba ,varto-
jusiy ramiprilio CV penkeriy mety laikotarpiu tikimybé yra mazesné nei
ramiprilio nevartojusiyjy® Atitinkamai ir (VI) hipotezé performuluojama j
hipoteze apie skirstinio parametrus (6 skyrius).

Taip pat nagrinéjamos hipotezés, nesusijusios su skirstinio parametrais. Tai
hipotezés apie imties skirstinj (dazniausiai skirstinio normaluma), dviejy ar
daugiau im¢iy skirstiniy vienoduma bei dviejy ar daugiau kintamyjy nepri-
klausomuma. Pateiksime tokio tipo hipoteziy pavyzdziy.

(VII) Tiriamoje ligoniy populiacijoje visos KA klasés vienodai daznos.
(VIII) Tiriamos populiacijos SAS skirstinys yra normalusis.
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(IX) A ir B populiacijy ligoniy BC koncentracijos skirstiniai yra vienodi.

(VII) Hipoteze galime sukonkretinti: ,KA klasés skirstinys yra diskretusis,
jigyjantis 4 reik§mes su vienodomis tikimybémis®:

x 1 2 3 4
P{X=x} 0,25 0,25 0,25 0,25

(5.1)

(VIII) hipotezéje nenurodyti normaliojo skirstinio parametrai, jie nezino-
mi. Todél §i hipotezé — ,SAS skirstinys normalusis“ — suprantama, kad SAS
skirstinys yra normalusis su nezinomais parametrais m ir 0.

5.2. Nulineé hipotezeé ir alternatyva

Tikrinant statistines hipotezes, apibréziama nuliné hipotezé bei jai alterna-
tyvi hipotezé - alternatyva. Hy - nuliné hipotezé - hipotezé apie tiriamo
kintamojo skirstinj, kurig galima patvirtinti arba atmesti; H; - alternatyva.
Ji nurodo H, atmetimo kryptj.

Jei kintamojo skirstinys priklauso parametriniy skirstiniy Seimai, tuomet
H, virsta hipoteze apie nezZinomo parametro (ar keliy nezinomy parametry)
reikéme. Analogiskai formuluojama ir alternatyva. Pateiksime keletg nulinés
ir alternatyvios hipoteziy varianty apie parametro m (pvz., SAS populiacijos
vidurkio) reik$me:

Hg:m < mg; Hy: m > my, (5.2)
Hg: m =mg Hy:m > m,, (5.3)
Hy: m = mg; Hy: m < my, (5.4)
Hg: m = mg; Hy: m = my, (5.5)

(5.2) hipoteze ir alternatyva formuluotume taip: H; - SAS vidurkis (supran-
tama, populiacijos skirstinio) nevir$ija nustatytos reik§més mg; H, — SAS
vidurkis virsija reikSme . (5.3) hipoteze ir alternatyvg formuluotume taip:
H, - SAS vidurkis lygus m; H, - SAS vidurkis virsija m,. (5.4) ir (5.5) nuline
hipoteze formuluotume analogiskai: Hy — SAS vidurkis lygus m; H, - tirty
ligoniy SAS vidurkis mazesnis nei mg; H; — SAS vidurkis nelygus m;,.

Alternatyva H, vadinama desiniapuse, H, - kairiapuse. Abi §ios alternatyvos
vadinamos vienpusémis. Alternatyva H; vadinama dvipuse.

Nuliné hipotezé, arba alternatyva, vadinama paprasta, jeigu nezinomo pa-
rametro jgyjamy reik§miy aibé yra vienas taskas. Prieingu atveju nuliné
hipotezé, ar alternatyva, vadinama sudétinga. 5.3-5.5 pavyzdziai pateikia
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paprasta nuline hipoteze ir sudétingg alternatyva. 5.2 pavyzdzio ir nuliné
hipotezé, ir alternatyva yra sudétingos.

Tikrinant (I-VI) hipotezes, nuliné hipotezé ir alternatyva formuluojamos

taip:

(I):  H,: tiek serganciyjy I tipo CD, tiek sveiky motery kaulinio audinio
tankio vidurkis nesiskiria (m, = m,);

H,: serganciyjy I tipo CD motery kaulinio audinio tankio vidurkis reiks-
mingai mazesnis uz sveiky motery kaulinio audinio tankio vidurkj
(my < my);

(II): H: ramiprilio vartojimas neturi jtakos CV penkeriy mety laikotarpiu
tikimybei (mt; = m,);

H;: ramiprilio vartojimas sumazina CV penkeriy mety laikotarpiu tiki-
mybe (71, < 1,);

(IV): H,: ligoniy, serganciy X liga, vidutiné BC koncentracija atitinka nor-
mg (m = 5,2);

(H,): ligoniy, serganciy X liga, BC koncentracijos vidurkis yra padidéjes
(m > 5,2).

Tikrinant (VII) hipotezg, nuline ir alternatyvig hipotezes galime formuluoti
taip:

Hy: KA skirstinys sutampa su (5.1) skirstiniu®; (5.6)
H,: ,KA skirstinys nesutampa su (5.1) skirstiniu®

Tikrindami (IX) hipoteze, nuline hipoteze formuluojame taip: Hy: ,,A ir B
ligoniy populiacijy BC koncentracijos skirstiniai yra indentiski®; o alterna-
tyvia - Hs: ,,A ir B ligoniy populiacijy BC koncentracijos skirstiniai néra
indentiski, arba Hg: ,,B ligoniy populiacijos BC skirstinio tankis pasislinkes
j desine nuo A populiacijos skirstinio®.

Alternatyvos H,, Hs yra dvipusés, Hg — deSiniapusé. 5.5 pavyzdyje nuliné
hipotezé yra paprasta, nes jgyjamy reik§miy aibé — vienas taskas (vienas
skirstinys (5.1)). (IX) pavyzdyje tiek nuliné hipoteze, tiek alternatyva yra
sudétingos.

I§ pateikty nulinés ir alternatyvios hipotezés pavyzdziy matome, kad nuliné
hipotezé formuluojama: ,néra skirtumo...“ (tarp populiacijy vidurkiy, tarp
skirstiniy etc.). Alternatyvi hipotezé formuluojama ,yra skirtumas... t. y.
vienos populiacijos vidurkis (tikimybé) yra didesnis ar mazesnis uz Kkita,
parametrai ir skirstiniai néra lygas etc. Alternatyvi hipotezé formuluojama
pagal gautus tyrimo rezultatus. Pavyzdziui, serganciyjy X liga atsitiktinai
parinkty ligoniy BC vidurkis X lygus 6,3 (mmol/l). Tyrimo rezultatai rodo,
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kad X > my; ¢ia my = 5,2 (mmol/l). Reikia patikrinti, ar ir m > mg; ¢ia m —
serganciyjy X liga populiacijos BC vidurkis. Jei nustatéme, kad vartojusiyjy
ramiprilio CV proporcija p, = 0,14, o vartojusiyjy placebg — CV proporcija
P, = 0,18, i$vadai apie teigiamg ramiprilio poveikj reikia patvirtinti, kad ir
T, < 0, todél formuluojama ir tokia alternatyvi hipotezé.

Taikant statistikos metodus biomedicinoje (taip pat ir kituose tyrimuose)
ir tikrinant hipotezes apie skirstinio parametrus, dazniausiai parenkama
vienpusé alternatyva. Tyréjams svarbu, kurios populiacijos parametras yra
didesnis, kurios — mazesnis: pagal tai ir daromos medicininés i§vados.

5.3. Hipoteziy tikrinimas

Tikrinant iSkeltg hipotez¢ Hy, galima priimti teisingg sprendinj arba padaryti
dviejy rusiy klaidas (5.1 lentelé). Galima atmesti hipoteze, nors ji yra teisin-
ga. Tokia klaida vadinama I rasies klaida, arba o rusies klaida. Taip pat gali-
ma padaryti i$vadg, kad hipotezé yra teisinga, nors i$ tikryjy ji yra klaidinga.
Tai I risies klaida, arba B ritsies klaida. Siy klaidy pasékmés gali biiti labai
skirtingos. Pavyzdziui, tikriname hipoteze, kad ligonis serga X liga. Jei pada-
rysime I rasies klaidg ir sergancio ligonio negydysime, jis gali mirti. O padare
IT rasies klaidg ir gydydami nesergantj ligonj, tik sukeliame jam nepatogu-
ma. I rasies klaidos tikimybé Zymima a, o II rasies klaidos tikimybé — .

5.1 lentelé. Hipotezés tikrinimo rezultatai

H, teisinga H, klaidinga
atmetame H, I rasies klaida teisingas sprendimas
neatmetame H, teisingas sprendimas 1I rasies klaida

Taisyklé, pagal kurig, remdamiesi kintamojo imtimi x = (x, x, ... x,,) (x; — ats.
dydis), nuline hipoteze atmetame arba jai nepriestaraujame, vadiname sta-
tistiniu kriterijumi. Statistiniam kriterijui apibrézti naudojama kriterijaus
statistika — imties x funkcija. Sakoma, kad imties funkcija t = t(x) yra krite-
rijaus hipotezei H, tikrinti statistika, jei:

a) esant teisingai H, yra Zinomas ¢ skirstinys arba bent jau ¢ asimptoti-
nis skirstinys (asimptotinis skirstinys - skirstinys, i kurj, augant n, artéja
t skirstinys);

b) kuo didesné ar (ir) kuo mazesné t reikSmé, tuo labiau tikétina alternatyva.

Statistikos t = #(x) reik§miy, kurioms esant nulin¢ hipotez¢ atmetame, aibé
vadinama kritine sritimi, arba atmetimo sritimi. Remiantis statistikos
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b) savybe, atmetimo sritis yra viena i$ $iy aibiy: {t: t > a}, {t: t < a} arba
{t: |t| > a}. Taskas a, ribojantis atmetimo sritj, vadinamas kritine reik§me.

Statistinis kriterijus yra tuo geresnis, kuo mazesnés abiejy rasiy klaidy tiki-
mybés. Praktiskai nejmanoma sudaryti kriterijaus, kad abiejy rasiy klaidy
tikimybés buty lygios nuliui. Nenorédami beprasmiskai atmesti nulinés hi-
potezés, nustatome mazg leisting I riisies klaidos tikimybe a. Si pasirinkta
tikimybé & vadinama reikSmingumo lygmeniu. « skaitinés reiksmés gali
bati bet koks mazas skaic¢ius. Paprastai naudojamos a reik§més yra 0,1; 0,05;
0,01; 0,001 ar pan. Standartiné a reiksmé - 0,05. Tai reiskia, kad, naudodami
parinktg statistinj kriterijy, vidutiniskai penkiais atvejais i$ $imto klaidingai
atmesime nuline hipoteze.

Nustacius reikSmingumo lygmenj a, atmetimo sritis ir kartu kritiné reik§mé
priklauso nuo o — kuo a mazesné, tuo mazesné ir atmetimo sritis (5.1 pav.).
Pazymékime nulinés hipotezés atmetimo sritj w,. w, priklauso nuo a ir nuo
kriterijaus statistikos tankio esant teisingai H,. Kadangi tai paciai H, tikrinti
gali baiti naudojamas ne vienas statistinis kriterijus, batina palyginti $iy kri-
terijy kokybe. Tolygiai galingiausiu (tam tikra prasme optimaliu) statistiniu
kriterijumi laikomas toks, kuriam II rasies klaidos tikimybé  yra maziausia
esant fiksuotai I riisies klaidos tikimybei. II rasies klaidos tikimybé bus ma-
Ziausia tada, kai atmetimo sritis w, bus didZiausia.

Kriterijai, sudaryti remiantis duomeny skirstinio parametriniu modeliu
(Siuo atveju kintamojo skirstinio funkciné iSraiska zinoma, ir statistinés
hipotezés yra hipotezés apie skirstinio parametrus), vadinami parametri-
niais. Parametrinio kriterijaus statistikos skirstinio funkciné israiska zino-
ma esant tiek nulinei hipotezei, tiek alternatyvai.

Statistikos tankis esant teisingai Ho

plotas = a,

plotas = o o> 0

atmetimo sritis

5.1 pav. Atmetimo srities priklausomybé nuo reik§mingumo lygmens

Analizuojant duomenis, ne visuomet galima apsiriboti parametriniu kinta-
mojo modeliu. Kartais daroma prielaida, kad kintamojo skirstinys priklauso
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skirstiniy Seimai F, kuri yra bendresné uz P(8,, 0, ... 6,). Seima F gali biiti
simetriniy, tolydziyjy ar diskreciyjy skirstiniy $eima. Siuo atveju nezinome
konkretaus kintamojo skirstinio funkcinés i$raiskos; statistiné hipotezé gali
bati apie kai kurias kintamojo skaitines charakteristikas (vidurkj, media-
ng) arba apie patj skirstinj. Statistiniai kriterijai, sudaryti neatsizvelgiant j
kintamojo skirstinio funkcine iSrai$ka, vadinami neparametriniais. Tokiy
kriterijaus statistiky skirstinys daznai yra diskretusis, priklausantis nuo n.
Nagrinéjant hipotezes, nesusijusias su skirstinio parametrais, ne visada jma-
noma nustatyti kriterijaus statistikos skirstinj esant alternatyvai.

5.4. Parametrinio Kriterijaus, turincio didZiausig atmetimo sritj,
sudarymas*

Parametriniy hipoteziy tikrinimo teoriniai aspektai isdéstyti [3] vadovélyje.
Siame skyriuje pateiksime ne tokj matematigkai griezta déstymo variantg.
Ne visoms parametrinéms hipotezéms galima sudaryti kriterijy, turintj di-
dziausig atmetimo sritj. Cia pateiksime atvejus, kai egzistuoja kriterijus su
didziausia atmetimo sritimi, ir nurodysime, kaip §is kriterijus sudaromas.
Pazymékime p(x, 0) — imties x = (x,, x; ... x,) (x; — atsitiktiniai dydziai) ti-
kétinumo funkcija. Tegul p(x, 0) priklauso parametriniy skirstiniy Seimai
P(9); ¢ia O = (0, ... 0;) — k-matis parametras. Pasirenkame reik§mingumo
lygmenij, lygy a.

1) Tikrinama paprasta nuliné hipotezé H: 0 = @, su paprasta alternatyva H,:
0 = 0,. Tuomet didZiausia atmetimo sritis w, apibréziama taip:

w, = {x: p(x, 0)) / p(x, 6y) > c,}. (5.7)

Praktikoje retai sutinkama paprasta nuliné hipotezé ir paprasta alternaty-
va. Dazniausiai susiduriame su paprasta nuline hipoteze ir sudétinga alter-
natyva arba su sudétinga tiek nuline hipoteze, tiek alternatyva. Pateiksime
p(x, ) atvejus, kai galima nustatyti didziausig atmetimo sritj.

2) k =1, t. y. parametras 0 vienmatis bei p(x, 0) priklauso vienparametrei
eksponentiniy skirstiniy Seimai, t. y. egzistuoja vienmatés funkcijos C(0),
Q(0) - monotoniné, T(x) ir h(x), tokios, kad imties tikétinumo funkci-
ja p(x, 0) galime isreiksti:

p(x, 6) = C(0)exp(Q(6) T(x))h(x).

Tikrinant paprasta nuline hipoteze H: 6 = 0, su desiniapuse alternatyva H;:
0 > 8,, didziausia atmetimo sritis w, apibréZiama:

Wy = {x: T(x) > Ctxl}; (58)
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tikrinant H; su kairiapusia alternatyva H,: 0 < 0, didziausia atmeti-
mo sritis w, apibréziama:

wo = {x: T(x) < ¢k (5.9)

jei T(x) — simetriné funkcija, tuomet tikrinant minétg nuline hipoteze su
dvipuse alternatyva H;: 0 # 0, didziausia atmetimo sritis apibréziama:

W, = {x: |[T(x)| > ¢} (5.10)

3) k> 1, p(x, 0) priklauso eksponentiniy skirstiniy §eimai. Daroma prielai-
da, kad daugiamatj parametrg 0 galima isreiksti pavidalu 0 = (y, A) taip, kad
statistine hipoteze galima performuluoti j nuline hipoteze Hy: ¢ = y, ir al-
ternatyvy, konkretizuojancia tik vienmatj parametrg v, o (k — 1) matavimo
parametro X atzvilgiu jokios hipotezés nekeliamos. Parametras A $iuo atveju
vadinamas trukdanciu.

Atitinkamai pakeitus, (3.1) formule galima perradyti taip:

PO A) = Oy, Nexp(yUx) + 3 0T, (0)h(x); (5.11)

¢ia U(x) ir T(x) = (T\(x), ..., T_;(x)) — imties funkcijos, nepriklausancios
nuo parametry (Y, A). Sakykime, (U, T) = a(T)U + b(T); ¢ia a(T) > 0 -
imties funkcija, sudaryta taip, kad h(U, T) nepriklauso nuo T, kai y = v,
Tuomet didziausia H, atmetimo sritis w, yra tokia:

w, = {x: h(U, T) > ¢,,}, kai alternatyva Hy: y > yg;
w, = {x: h(U, T) < c,,}, kai alternatyva Hy: y < y;
w, ={x: h(U, T) > c,3 arba h(U, T) < ¢4}, kai alternatyva Hy: ¢ # y,.

Paprastos H, ir paprastos alternatyvos atveju kriterijaus, turincio didziau-
sig atmetimo sritj, statistika T, (turinti zinomga skirstinj, kai H,yra teisinga)
sudaroma remiantis tankiy santykio p(x, 0,)/p(x, 0,) skirstiniu. Jei tenki-
namos 2 punkto salygos, kriterijaus statistika T, sudaroma kaip statistikos
T(x) funkcija: T, = f{T(x)); ¢ia funkcija f(x) parenkama tokia, kad T, ten-
kinty kriterijaus statistikos salygas. Pavyzdziui, jei T(x) yra n nepriklauso-
my ar silpnai priklausomy ats. d. suma, statistika gali buiti standartizuotas
santykis:

=T(x)_To .

" TSE,T) (5.12)

¢ia T, - funkcijos T(x) vidurkis, esant teisingai nulinei hipotezei, SE,(T) -
T(x) standartinio nuokrypio jvertis, esant teisingai H,. Remiantis centrine
ribine teorema, T, skirstinys yra asimptotiskai normalusis. Analogiskai kri-
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terijaus statistika sudaroma ir hipotezéms, tenkinancioms 3 punkto salygas,
tik vietoj T(x) rasoma h(U, T).

5.5. Atmetimo srities nustatymas parametrinés
hipotezeés atveju

Sakykime, 0 yra vienmatis, p(x, 0) priklauso eksponentiniy skirstiniy $ei-
mai (tenkinamos 2 punkto salygos). Pazymékime T,, — kriterijaus statistika,
sudaryta remiantis T(x) skirstiniu; T,y — ats. d., turintis T, skirstinj esant
teisingai Hy; p(t|H,) ir p(t|H,) - T, tankis (arba tikimybé), esant nulinei hi-
potezei ir alternatyvai.

1. Tikrinama paprasta nuliné hipotezé H,: 6 = 6, su desiniapuse alternaty-
va H: 0 > 0. Kadangi tikétinumo funkcija priklauso eksponentiniy skirs-
tiniy $eimai, statistikos T, tankio funkcija, esant teisingai alternatyvai, bus
T, tankio funkcijos, nustatytos esant teisingai nulinei hipotezei, desinéje
(5.2 a pav.). Atmetimo sritis w, bus j desine nuo kritinés reik§més ¢, hipote-
zés priémimo sritis - j kaire nuo #,. Pirmos rasies klaidos tikimybé priklauso
nuo t, ir lygi a(t,) = P{x: T, > t, |H,}, antros rasies klaidos tikimybeé p(t,) =
P{x: T, < t,|H,}. Kadangi su tikimybe a leidZiama atmesti teisingg nuline hi-
poteze, todél t, reik§mé apibréziama lygybe: a = P{T, > t, |Hy} = P{x: T,, > t,}.
Pagal apibrézima, t, yra ats. dydzio T, skirstinio 1 - a lygio kvantilis; taigi
atmetimo sritis bus visos statistikos T,, reiksmeés, didesnés uz ats. dydzio T,
1 - alygio kvantilj t,_,, (5.2 a pav.).

2. Tikriname Hy;: 0 = 0, su kairiapuse alternatyva H,: 0 < 6,. Tuomet T, tan-
kis, esant teisingai alternatyvai, bus pasislinkes j kaire nuo T, tankio funkci-
jos, nustatytos esant teisingai H, (5.2 b pav.). Atmetimo sritis w, bus kritinés
reik§mes t,, nusakomos lygybe: a = P{x: T, < t, |Hy} = P{T,, < t,}, kairéje;
taigi atmetimo sritis bus T, reik§més, mazesnés uz ats. dydzio T,, a lygio
kvantilj t,,,. (5.2 b pav.).

3. Tikriname H: 0 = 0, su su dvipuse alternatyva H;: 0 # 0,. Tuomet statisti-
kos T, tankio funkcija, esant teisingai alternatyvai, p(¢t|H,) gali buti tiek kai-
réje, tiek desinéje statistikos T, tankio funkcijos p(¢|H,) puséje (5.2 ¢ pav.).
Atmetimo sritis yra: w, = {x: T, < t,, arba T, > t,, |H,}. Kritinés reik§mes f,,
ir £, nusakomos lygybémis a/2 = P{x: T, < t,, |H} ir a/2 = P{T,, > t,, |Ho};
taigi t,, ir t,, yra T, skirstinio, esant teisingai H, atitinkamai o/2 ir 1 — a/2
lygio kvantiliai. Jei p(t|H,) simetriska, tai ty = |t,,| = f, ir atmetimo sritis yra
statistikos T, reik§més, absoliuciu dydziu didesnés uz T, skirstinio 1 - /2
lygio kvantilj t, ., 1 @y = {x: | T,0| > t1_a2in } (5.2 ¢ pav.).
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P(t|H ) ~ p(t|H 1)

o

H, atmetimo sritis

p(t|H )

plotas = a

H, atmetimo sritis

pUIH3) pilH3)

plotas = a/2 plotas = a/2

. .. —to 0 to . ..
Hy atmetimo sritis Hjy atmetimo sritis

5.2 pav. Kritiniy reik$miy ir atmetimo sriciy pavyzdZiai; t, - kritiné reiksmé

Ats. dydzio T, skirstinys, augant n, gali artéti prie tam tikro ribinio skirsti-
nio T;,. Tuomet sakoma, kad T, asimptotinis skirstinys yra T,. Jei T, skirsti-
nys priklauso nuo #, tuomet nedideliam 7 jo kvantiliai pateikiami lentelése.
Dideliems n vietoj T, skirstinio kvantiliy naudojami asimptotinio skirstinio
T, atitinkamos eilés kvantiliai.

Praktiskai tikrinant hipoteze, konkretaus tyrimo metu gautai imciai skai-
¢iuojama statistikos T, reik$meé ¢, ir lyginama su T, skirstinio atitinkamo
lygio kvantiliu #,_,; tos t1_a/2m- Pavyzdziui, tikrinant Hy su alternatyva H,
jeit, > t,_.,, nuling hipoteze atmetame, pasirenkame alternatyva — 0 > 0. Jei
t, < t_o.» nulinei hipotezei - ,,0 = 6,“ — nepriestaraujame.

Nustatyti, ar tyrimo metu gauta imtis patenka j kritine sritj, galima ne tik
kriterijaus statistikos T, konkrecig reik§me t, lyginant su T, skirstinio ati-
tinkamo lygio kvantiliu, bet ir skai¢iuojant kriterijaus p reik§éme. Vienpusé
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(one-sided) kriterijaus p reik$mé apibréziama p = P{T, > t,, |Hy}= P{T,, > t,},
jei naudojama deSiniapusé alternatyva (¢, > 0), bei p = P{T, < t, |H,}, jei
naudojama kairiapusé alternatyva (5.3 a, b pav.). Dvipusé p reiksmé (two-
sided, 2-tailed) apibréziama: p = P{|T,|>|t,| [Ho}= P{| T,,0|>|t.|} (5.3 ¢ pav.). Jei
kriterijaus statistikos, esant nulinei hipotezei, skirstinys yra x arba Fiserio,
skai¢iuojamos tik vienpusé p reik§mé p = P{T,, > t,}. Standartinio norma-
liojo ar Stjudento skirstinio atveju skai¢iuojamos tiek vienpusé, tiek dvipusé
p reik$més.

Jei statistikos p reik§mé mazesné nei reik§mingumo lygmuo a, imties reiks-
mé patenka j atmetimo sritj (5.4 pav.). Tuomet nuline hipoteze atmetame ir
priimame alternatyvg; prie$ingu atveju nulinei hipotezei nepriestaraujame.
Kriterijaus statistikos dvipusé ar vienpusé p reik§més pateikiamos statisti-
niuose paketuose.

plotas lygus p

plotas lygus p/2 plotas lygus p/2

1y (tn > 0) In (tn <0) —|l‘,,‘ |l,,|

5.3 pav. Vienpusé ir dvipusé p reiksmé

T,0 tankis
P(t1Hy)

visas plotas lygus o

plotas lygus p

Hy nepriestaraujame ti.o t, Hp atmetame

5.4 pav. Atmetimo sritis ir vienpusé p reiksmé

5.6. Hipotezeés apie normaliojo skirstinio vidurkj tikrinimas

Siame skyriuje pateiksime pavyzdij, kaip sudaromas kriterijus, skirtas kon-
kreciai hipotezei tikrinti. Sakykime, nagrinéjamas kintamasis yra kiekybi-
nis, turintis normalyjj skirstinj su nezinomais parametrais - vidurkiu m ir
dispersija 0% Tikrinsime hipoteze apie vidurkio lygybe skai¢iui. Siuo atveju
turime dvimatj parametrg 0 = (m, 0%), imties tikétinumo funkcija p(x, m, )
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priklauso eksponentiniy skirstiniy Seimai. Nuliné hipotezé H,: m = m kon-
kretizuoja tik vidurkj m; o yra trukdantis parametras. Pazymékime v = m/o?,
\ = -1/(20%); matome, kad nuliné hipotezé konkretizuoja tik parametrg y.
Misy nagrinéjamas atvejis tenkina 3 punkto salygas su funkcijomis U(x),
T\(x) ir h(U, T) (5.12) formuléje:

U@ =Y, %, Ti(0)= 2. X, (X =U®)/n, = (T,(x) - (U)Xn)/(n - 1)),

JnGom) 2 xmmm  U-nmy
§ n\/zn X =Q) x)n mT-U?/n

i=1

WU, T) = . (5.13)

Kadangi imties skirstinys yra normalusis, tai h(U, T) skirstinys, kai m = m,,
nuo imties funkcijos T nepriklauso (zr. [6, 8]) ir yra Stjudento skirstinys
su (n - 1) laisvés laipsniy. Todél kriterijus hipotezei apie vidurkio lygybe
skaiciui tikrinti vadinamas ¢ kriterijumi vienai imciai (one sample t-test).
Pateiksime $io kriterijaus aprasyma.

t kriterijus vienai im¢iai. Tikriname nuline hipoteze Hy: m = m, (tirlamo
kintamojo skirstinio vidurkis m lygus konkrec¢iam skaiéiui m; pvz., ,BC
koncentracijos vidurkis lygus 5,2). Alternatyvos $iai nulinei hipotezei gali
bati Hy: m > my; Hy: m < my Hy: m # my, a - parinktas reikSmingumo
lygmuo.

H, tikrinti naudosime kriterijaus statistika ¢, sutampancig su funkcija h(U, T):

. NnE=my) (5.14)

N

Esant teisingai nulinei hipotezei, statistika ¢ turi Stjudento skirstinj su (7 - 1)
laisvés laipsniu. Pasirinkus deSiniapuse alternatyva H,, H, atmetimo sritis
yrat>t_(n-1); ¢iat,_o(n - 1) - Stjudento skirstinio su (n — 1) laisvés laips-
niy (1 - a) lygio kvantilis (5.5 a pav.). Tikrinant H su kairiapuse alternatyva
H,, hipotezés atmetimo sritis yra t < —t,_,(n - 1), o tikrinant H, su dvipuse
alternatyva Hy: m # m, — atmetimo sritis |¢| > t,_,,(n - 1) (5.5 ¢ pav.).

Statistiniuose paketuose pateikiama t kriterijaus vienai imdiai statistikos
reik$meé, laisvés laipsniai ir dvipusé p reik§mé (5.6 pav.). Kaip jau minéjome,
jei p mazesné uz pasirinktg reikémingumo lygmenj, Hy atmetame ir laikome,
kad teisinga yra dvipusé alternatyva. Tikrinant H, su vienpuse alternatyva,
H, atmetame, jei p/2 mazesné uz parinktg reikSmingumo lygmenj a. Atme-
timo sritis, sprendinio priémimo taisyklé pagal kriterijaus dvipuse reik§me
pateikta 5.2 lenteléje.
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t tankis esant
teisingai H,,

plotas lygus o

t tankis esant
teisingai Hy

0 li-o(n—1)

¢ tankis esant
teisingai Ho

plotas lygus a/2

—lia(n—1) 0

plotas lygus a/2

—ltran(n=1)

0

tqn(n— 1)

5.5 pav. t kriterijaus vienai imciai nulinés hipotezés atmetimo sritis

5.2 lentelé. H,: m = m, atmetimo sritis, sprendinio priémimo taisyklé pagal
kriterijaus dvipuse reikSme (t - statistikos reiksmé)

Alternatyva Atmetimo sritis H, atmetimo taisyklé pagal
kriterijaus dvipuse p reik§me

Hy:m >m, 1>t (n-1) X>my, p/l2<a

H,: m < m, t<—t, (n-1) X <mgy pl2<a

H,: m = m, [t] > t)_qpn(n - 1) p<a

Kriterijaus statistikos
tankis esant teisingai Hy

™~

plotas lygus p/2 plotas lygus p/2

i I

5.6 pav. t kriterijaus dvipusé p reikSmé; t — statistikos reiksmeé
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5.7. Hipoteziy tikrinimas ranginiais Kriterijais

Kaip minéta 3 skyriuje, daugeliu atvejy tiriamo rodiklio skirstinj galima laiky-

ti normaliuoju. Taciau analizuojant mediky surinktus duomenis, pasitaiko:

o i$skirciy imtyje;

o turime nedaug matavimy ir negalime daryti iSvados apie duomeny nor-
maluma;

o sunku nustatyti tikslias rodiklio reik§mes, ta¢iau pagal jj nesunku paly-
ginti individus tarpusavyje — suranguoti.

Minétais atvejais hipotezéms tikrinti netinka kriterijai, sudaryti remiantis
konkreciu imties skirstiniu (parametriniu modeliu). Tac¢iau hipotezéms tik-
rinti yra daug kriterijy, nesusijusiy su konkreciu tiriamo kintamojo skirsti-
niu. Tai - neparametriniai kriterijai. Jie nereikalauja tokiy griezty prielaidy
kintamojo skirstiniui kaip normalumas, taciau jy atmetimo sritis néra di-
dziausia. Neparametriniy kriterijy taikymo prielaidos kuklesnés: tai skirsti-
nio simetriskumas ar keliy skirstiniy formos vienodumas. Dauguma nepa-
rametriniy kriterijy naudoja ne kintamojo reikSmes, o jy rangus — reik§més
vieta variacinéje sekoje.

Apibrésime imties reik§miy rangus. Jei imtyje néra pasikartojanciy reiks-
miy, jy rangai sutampa su eilés numeriu variacinéje sekoje. Jei imtyje yra
pasikartojanciy reikSmiy, vienodoms reik§méms priskiriamas vidutinis
rangas. Rangy skai¢iavimg iliustruosime pavyzdziais.

5.1 pavyzdys. Turime imties reik$mes x, = 3,1; x, = 2,9; x; = 3,0; x, = 3,2;
x5=2,8. Sios imties variaciné seka yraxgy = 2,8; X5y = 2,95 X3 = 3,0; X4y = 3,15
X5 = 3,2. ReikSmes 3,1 rangas - 4, reik§meés 2,9 rangas - 2, 3,0 - 3, 3,2 - 5,
2,8 - 1.

5.2 pavyzdys. Turime imties reik§mes x; = 6;x, = 5; X3 = 7; X, = 3; X5 = 6; X4 = 6.
Sios imties variaciné seka yraxgy = 3; Xy = 55 Xy = 65 X4y = 6; X(5) = 6; X(6) = 7.
Reiksmés 3 rangas yra 1, 5 rangas — 2. Imtyje yra trys Sesetai, jy numeriai
variacinéje sekoje - 3, 4 ir 5. Siy numeriy vidurkis lygus 4, taigi reikimés
6 rangas yra 4, o 7 rangas — 6:

Variaciné seka: 35666 7
Rangai: 124446

Statistiniai kriterijai, naudojantys ne kintamojo reik$mes, o rangus, vadi-
nami ranginiais kriterijais. Ranginiai kriterijai yra gana paprasti ir supran-
tami. Juos galima taikyti ir tuomet, kai pateiktos ne iSmatuotos reik§meés,
0 juy rangai. Pateiksime ranginj kriterijy, skirta dviejy kartotiniy matavimy
vidurkiams palyginti.
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Vilkoksono kriterijus dviejy kartotiniy matavimy vidurkiams palyginti
(Wilcoxon signed rank test). Tiriama atsitiktinai atrinkty » individy. i-tajam
individui nustatoma kiekybinio kintamojo reik§mé pries veiksnj x; ir reiks-
meé po veiksnio y;, i = 1, 2 ... n. Pazymékime z; = y; - x;. Darome tokia prielai-
da z; skirstiniui: z; = 0 + ¢;; ¢ia e; — nepriklausomi, tg patj tolydyjj simetriska
skirstinj turintys ats. d. Kitaip tariant, daroma prielaida, kad y; - x; skirstinys
yra tolydusis ir simetriSkas vidurkio atzvilgiu.

Veiksnio jtakai (poveikiui) konstatuoti tikrinsime nuline hipoteze Hy;: 06 =0
su viena alternatyvy: 0 > 0, 6 < 0 ir 0 # 0. Skaic¢iuojant Vilkoksono kriterijaus
statistika, atliekami $ie veiksmai:

1. Skai¢iuojami nenuliniy skirtumy absoliutieji dydziai |z,|, |z,], ..., |z, (nu-
liui lygus z; atmetami). Dydzio |z;| ranga pazymékime R,.

2. Skaiciuojame @;: @; = 1, jei z; >0, ir ¢; = 0, jei z; <O0.

3. Sudarome kriterijaus statistika

T+ = z;Ri(pi arba T~ = Z::lRi(l_(pi)'

[ T* ir T sumas nejtraukiami tie R,; ir Ri(1 - ¢;), kuriy z; = 0. Kadangi da-
ryta prielaida, kad z; skirstinys yra tolydusis, reik§miy z; = 0 imtyje neturéty
bati daug. Sandauga R, vadinama z; teigiamo Zenklo rangu. Jei z; neigia-
mas, tuomet R;p; = 0, jei z; teigiamas, tuomet R,g; lygus |z;| rangui. Statistika
T yra teigiamo, T~ - neigiamo Zenklo rangy suma, T* + T~ = n(n + 1)/2;
¢ia n - nelygiy 0 z; skaicius. Jei 0 > 0, tuomet teigiamo Zenklo rangy yra dau-
giau negu neigiamo ir labai tikétina, kad T* yra didesnis uz T-.

Kriterijaus statistika T* - atsitiktinis dydis, jgyjantis sveikas reik§mes nuo 0
iki n(n + 1)/2. T* skirstinj galima gauti i§ priklausomybés T* = zb r; Cia

r; — teigiamy z; rangy suma, 1, < , < ... < 1, b — teigiamy z; skai(:iuls.1 Esant
teisingai nulinei hipotezei, kiekvieno i§ 2" skirtingy rangy rinkiniy (r, ... r;,)
pasirodymo tikimybé lygi 1/2". Todél T* turi vidurkio atzvilgiu simetriska
diskretyjj skirstinj, priklausantj tik nuo n. 5.3 lenteléje pateiktas T+ skirsti-
nys, kai n = 3. Lentelése pateikiamos T* skirstinio (nedideliam #) p reiks-
més arba atitinkamo lygio kvantiliai #(1 - «a, n), arba #(a, n); ¢ia a — parink-
tas reik§mingumo lygmuo. Kadangi T* skirstinys yra simetriskas vidurkio
atzvilgiu, todél teisinga priklausomybé: t(a, n) + (1 — a, n) = n(n + 1)/2.
5 lenteléje pateikti T skirstinio 0,025; 0,05; 0,95 ir 0,975 lygio kvantiliai.
Nulinés hipotezés Hy: 0 = 0 tikrinimas nedideliam n (n < 30):

o alternatyva H;: 0 > 0: H, atmetame, jei T* > (1 — a, n) (arba T+ >
n(n + 1)/2 - t(a, n)); Hy nepriestaraujame, jei T* < (1 - a, n);
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o alternatyva H,: 0 < 0: Hyatmetame, jei T* < n(n + 1)/2 - t(1 - a, n) (arba
T* < t(a, n)); Hy nepriestaraujame, jei T* > t(a, n);

o alternatyvaH;: 0#0: Hyatmetame,jeiarba T* > #(1 — a/2,n) arba T* < n(n
+1)/2 - (1 - a/2, n), Hy nepriestaraujame, jei n(n + 1)/2 - t(1 - a/2,n) <
T* < K1 - a/2, n) (arba t(a/2, n) < T* < (1 - a/2, n)).

5.3 lentelé. T+ skirstinys, n = 3

b (ry o 1y) Pf(r, ... 1)} T ="
0 1/8 0
1 rn=1 1/8 1
1 rn=2 1/8 2
1 rn=3 1/8 3
2 n=1Lr=2 1/8 3
2 rn=1,r=3 1/8 4
2 r=2r=3 1/8 4
3 n=1r=2r=3 1/8 5

Dideliam » (n > 30) H, tikrinti naudojamas asimptotinis kriterijus. Esant
teisingai nulinei hipotezei, (5.13) tipo statistika

T =(T"-—ET")/se(T")=(T" —n(n+1)/4)/\/n(n+1)(2n+1)/24 (5.15)

turi asimptotinj standartinj normalyjj skirstinj. Dideliems #n (n > 30) H, at-
metimo ar priémimo taisyklé pagal alternatyva yra:

o alternatyva O > 0: H, atmetame, jei T* > z,_,, H, nepriestaraujame, jei
T <z, 4

+ alternatyva 0 < 0: H, atmetame, jei T* <-z,_,, H, nepriestaraujame, jei
T > -z, s

o alternatyva 0 # 0: H, atmetame, jei |T*| > z,_,/»; H, neprie$taraujame, jei
1T < 2.

Statistiniu paketu taikant Vilkoksono kriterijy, pateikiamos kriterijaus sta-
tistikos T+ ir T" reikSmés bei tikslaus ir asimptotinio kriterijaus p reik§meés.
Nulinés hipotezés ar alternatyvos priémimo taisyklé pagal p reik§me ana-
logidka taisyklei, pateiktai 5.2 lenteléje, tik vietoj salygos X > m, ar X < m,
naudojama T* > T-ar T* < T".
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5.8. Tiketinumy santykio kriterijus*

Kaip minéta 5.4 skyriuje, tikrinant paprasta hipoteze su paprasta alternatyva,
didziausia atmetimo sritis nusakoma tikétinumy santykiu p(x, 0,)/p(x, 0,)
(zr. (5.7)). Jei tikétinumo funkcija priklauso eksponentiniy skirstiniy Seimai
(tikétinumo funkcija apibréziama (5.9) formule), tikrinant paprastg nuling
hipoteze Hy: 0 = 0, (0 vienmatis) su vienpuse ar dvipuse alternatyva, di-
dZiausia atmetimo sritis (5.10-5.12) nusakoma T(x) skirstiniu arba tiketi-
numy santykiu

p(x, )/p(x, 8y); (5.16)

¢ia @ - parametro 0 didZiausio tikétinumo jvertis.

Panagrinésime bendresnj parametrinés hipotezés atvejj. Sakykime, kinta-
mojo imties x = (x, X, ... x,,) skirstinys priklauso parametriniy skirstiniy $ei-
mai P(0; ... 0,). Tikrinama nuliné hipotezé, konkretizuojanti tik dalj siy pa-
rametry. Jei 0 = (y, \) (¢ia y - vienmatis), Hy konkretizuoja tik y parametra
ir tikétinumo funkcija yra (5.12) pavidalo, tuomet statistinis kriterijus, tu-
rintis didziausia atmetimo sritj, apibréZiamas funkcija h(U, T) (5.4 skyrius).
I$ tikétinumo funkcijos nereikalaujant (5.12) pavidalo, didZiausig atmetimo
sritj turintj kriterijy galima pateikti tik tada, jei egzistuoja statistika #(x),
kurios skirstinys priklauso tik nuo parametro y. Jei tikétinumo santykis

pT(t’ \Ijl)/pT(t’ WO) (517)

(¢ia pr(t, ¥) - t(x) tankis) monotoninis ¢ atzvilgiu, tuomet didziausia
Hy: v =y, su alternatyva ¢ >y, atmetimo sritis w, apibréziama:

W, = {t = t(x): pr(t, y1)/pr(ts Yo) > c,}.

Taciau tikrinant sudétingas hipotezes, pasitaiko atvejy, kai:

1) ne visada galima rasti funkcijag h(U, T) arba t(x) tokia, kad tikétinumo
santykis (5.17) biity monotoninis;

2) galimos kelios statistikos #(x) ir bana sunku jas sujungti j vieng kriterijy.
Todél tikrinant daug sudétingy hipoteziy, didelés imties atveju naudojamas
tikétinumy santykio kriterijus. Pateiksime §j kriterijy.

Sakykime, statistiné hipotezé konkretizuoja tik pirmuosius s parametrus. Pa-
rametry vektoriy 0 isskaidykime j dvi dalis: 0 = (0, ...6,) = (6, ...0,,6,,, ...0,) =
(0, 6,.), 0, — s-matis, 0 0,_, - (k - s) matavimy vektorius. Tegul nuliné hi-
potezé konkretizuoja pirmuosius s parametrus: Hy: 0, = 0, su alternatyva
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0, = 0. Tikétinumy santykio kriterijaus, naudojamo $iai nulinei hipotezei
tikrinti, statistika lygi:

V(n) =-2(l, - D

Ga | = InL(x,0, 6,.); I, = InL(x, 6, 6, ); &a L(x,0,, 0, ) - tikétinu-
mo funkciia su parametrais, jvertintais didZziausio tikétinumo metodu,
o L(x, 6, 0,:,5) - tikétinumo funkcija, esant teisingai nulinei hipotezei, kai
like nezinomi (k — s) parametrai jvertinti didziausio tikétinumo metodu.
Tikétinumy santykio kriterijaus atmetimo sritis {x: y > ¢,} néra didziausia.
Taciau statistikos ™ = -2(1, - I) asimptotinis skirstinys yra x* su (k - s) lais-
vés laipsniy ir, esant ganétinai dideliam », H, atmetimo sritis yra:

{x:y > g, (k=5)k

da y ., (k—s) - x* skirstinio su (k - s) laisvés laipsniy 1 - a lygio kvantilis,
a — parinktas reikSmingumo lygmuo.

Nors ir neduodantis didziausios atmetimo srities, tikétinumy santykio kri-
terijus placiai taikomas hipotezéms apie nezinomy parametry reik§mes tik-
rinti logistinéje regresijoje (11 skyrius), i§gyvenamumo analizéje (13 sky-
rius) ir daugiamatéje analizéje (15-16 skyrius).
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6 SKYRIUS

Statistiniai Kriterijai
hipotezéms tikrinti ir jy taikymas

Siame skyriuje pateiksime kriterijus, skirtus tikrinti hipotezes apie imties
vidurkio ar medianos lygybe skai¢iui (normai), dviejy populiacijy vidurkiy
lygybe, dviejy kartotiniy matavimy vidurkiy lygybe, imties skirstinj, dviejy
skirstiniy tapatumg; keliy im¢iy centro charakteristiky tapatuma.

6.1. Zenkly kriterijus

Tai kriterijus, skirtas tikrinti hipoteze apie Bernulio skirstinio (2.6 skyrius)
parametro 1t lygybe 0,5. Sis kriterijus naudojamas kelioms neparametrinéms
hipotezéms - apie simetrisko skirstinio mediang ir apie dvimacio skirstinio
simetrisSkuma - tikrinti.

Turime dvinario kintamojo, jgyjancio 1 arba 0 reik§mes, n dydzio imtj. Sios
imties nariai x; yra Bernulio atsitiktiniai dydziai, jgyjantys reikSmes 1 ir 0
su tikimybémis 7 ir 1 — 7. Tikrinsime nuline hipoteze Hy: ,,1 ir 0 imtyje yra
vienodai tikétini“ (7t = 0,5).

Sakykime, imtyje yra m vienetuky. Tikrinant H, su alternatyva H;: m < 0,5,
nuliné hipotezé atmetama, kai m patenka j atmetimo sritj m < m1; ¢ia m1 —
didziausias neneigiamas skaicius, tenkinantis nelygybe:

S CEHO05)" <o (6.1)

a - parinktas reik§mingumo lygmuo. I$ (6.1) priklausomybés matome, kad
m1 priklauso tik nuo # ir a, pagal apibrézima, (m1 + 1) yra binominio skirs-
tinio su parametrais (n, 0,5) a lygio kvantilis, Zymimas b(n, a). H, atmetame
ir priimame alternatyva H, jei m < b(n, a); jei m = b(n, a), H, nepriesta-
raujame.
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Tikrindami H, su alternatyva H,: m > 0,5, H, atmesime, kai m > m2; ¢ia
m?2 - didziausias teigiamas skaicius, teikinantis salyga

n P ;
Zk:mz Cn (095) >q.

Pagal apibrézimg, m2 - 1 = b(n, 1 - a), todél H, atmesime, kai m > b(n, 1 - a).
Binominis skirstinys yra simetriskas vidurkio nm, arba tasko n/2, atzvilgiu,
taigi binominio skirstinio kvantiliams teisinga b(n, a) + b(n, 1 — a) = n.

Tikrindami H, su dvipuse alternatyva H,: 7 # 0,5, H, atmetame, jei
m > b(n, 1 -a/2) arba m < b(n, a/2).

Binominio skirstinio su 7 = 0,5 kvantiliai pateikti 6 lenteléje.

6.2. Kriterijai apie populiacijos vidurkio lygybe skai€iui (normai)

t kriterijus vienai im¢iai. Prielaida: nagrinéjamas kintamasis yra kiekybinis
ir turi normalyjj skirstinj su nezinomais parametrais — vidurkiu ir disper-
sija. Sis kriterijus apragytas 5.4 skyriuje. Pateiksime $io kriterijaus taikymo
pavyzdj.

6.1 pavyzdys. 3.5 lenteléje pateiktos 26 jauny sveiky suaugusiy asmeny SAS
ir DAS reikimés (mmHg). Sios SAS imties vidurkis lygus 113,1; jis mazesnis
nei 120. Nustatysime, ar ir populiacijos vidurkis m yra mazesnis uz 120.

SAS histograma (6.1 pav.) leidzia daryti prielaidg, kad SAS skirstinys yra
normalusis. Todél hipotezei apie SAS populiacijos vidurkio m lygybe skai-
¢iui tikrinti naudosime t kriterijy.

Tikrinsime nuline hipoteze Hj: m = 120 (mmHg) su alternatyva H,: m < 120
bei reikémingumo lygmeniu a = 0,05. Remiantis SAS imties duomenimis
(3.4 skyrius):

imties dydis n=26;

vidurkis X =113,1 (mmHg);
standartinis nuokrypis s =10,3 (mmHg);
norma my =120 (mmHg);
reik§mingumo lygmuo a =0,05.

Skai¢iuojame kriterijaus statistikos reik§me: t = \/%(113,1 -120)/10,3 =
5,1x(-6,9)/10,3 = -3,84. t kriterijaus dvipusé p reiksmé lygi 0,000746, o
vienpusé — 0,000373, aisku, mazesné uz parinktg a. ¢ skirstinio su 25 lais-
vés laipsniais 1 - 0,05 = 0,95 lygio kvantilis # (45(25) lygus 1,708. Taigi
-3,84 < -1,708. Todél nuline hipoteze atmetame ir priimame alternatyva:
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jauny sveiky suaugusiy asmeny SAS populiacijos vidurkis mazesnis nei
120 mmHg (sakoma: SAS vidurkis reik$mingai mazesnis uz 120 mmHg).

—— Normalioji kreivé

Daznis

i /

L — S~

85 90 95 100 105 110 115 120 125 130 135 140
SAS, mmHg st.

6.1 pav. 26 jauny sveiky suaugusiy asmeny SAS histograma ir normaliojo
skirstinio kreivé

Tikrinsime kitg nuline hipoteze Hy: m = 110 (mmHg) su alternatyva Hj:
m # 110 bei reik§mingumo lygmeniu o = 0,01. Kriterijaus statistikos reiksmé
yrat= V26 (113,1 - 110)/10,3 = 5,1 3,1)/10,3 = 1,535. t kriterijaus dvipusé
p reik$mé lygi 0,137 (didesné uz parinkta a), ¢ skirstinio su 25 laisvés laips-
niais 1 - 0,01/2 = 0,995 lygio kvantilis ,445(25) lygus 3,078. Taigi 1,535 <
3,078, ir remiantis $io tyrimo duomenimis, nulinei hipotezei - ,,jauny svei-
ky suaugusiy asmeny SAS vidurkis lygus 110 - priestarauti néra pagrindo.

Normalumo prielaidg galima susvelninti, reikalaujant i§ generuojancio imtj
atsitiktinio dydzio skirstinio tik simetriskumo vidurkio atzvilgiu. Tuomet
populiacijos vidurkis ir mediana bus vienodi; hipoteze apie vidurkio lygybe
skai¢iui galima pakeisti hipoteze apie medianos lygybe skai¢iui. Siai hipo-
tezei (apie medianos lygybe skaiciui) tikrinti gali bati naudojamas Zenkly
kriterijus (6.1 skyrius) arba Vilkoksono kriterijus vienai im¢iai. Kriterijy tai-
kymo prielaida - kintamojo skirstinys yra tolydusis ir simetri$kas vidurkio
atzvilgiu.
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Tarkime, x3, x, ... x,, — tolydyji simetriska vidurkio atzvilgiu skirstinj turinc¢io
kintamojo imtis. Tikrinsime nuling hipoteze H: x,,.4 = m, su viena i$ alter-
natyvy H: x,,.; > mg; Hy: x,,,.0 < mg; Hs: x4 # M.

Zenkly kriterijus. Skai¢iuojame skirtumus x; - my, i = 1, 2 ... n. Kadangi
x; skirstinys yra tolydusis ir simetri$kas vidurkio atzvilgiu, todél esant tei-
singai nulinei hipotezei dydziai x; - m, yra teigiami arba neigiami su vie-
nodomis tikimybémis, lygiomis 0,5: P{x; - m, > 0} = P{x; - m, < 0} = 0,5;
(P{x; = my} = 0, nes x;skirstinys yra tolydusis). Sudarome naujus atsitiktinius
dydzius y;: y; = 1, jei x; — my > 0, ir y; = 0, jei x; — m, < 0. ReikSmiy x; = m, j
skai¢iavimus netraukiame. Bernulio atsitiktiniy dydziy y,, y, ... ¥, sekai tai-
kome zenkly kriterijy, aprasyta 6.1 skyriuje. Jei zenkly kriterijjumi atmesime
hipoteze¢ P{y; = 1} = 0,5 ir priimsime vieng i$ alternatyvy (H,: P{y; = 1} > 0,
H,: P{y;= 1} <0, H;: P{y,= 1} #0), tuomet atmesime nuline hipoteze x,,,., = m,
ir priimsime atitinkama alternatyva.

6.2 pavyzdys ([5, 139 p.]. Farmakologiniame preparate esanc¢ios komponen-
tés A koncentracijos skirstinys yra simetriskas vidurkio atzvilgiu. Ar esant
5 % reik§mingumo lygmeniui galima tvirtinti, jog komponentés A koncen-
tracija farmakologiniame preparate yra 8 %, jei atskirose partijose ji buvo
atitinkamai 7,3; 7,1; 7,9; 9,1; 8,0; 7,1; 6,8 ir 7,3 %.

Turime n = 8, m, = 8. Dydziy x; - m, reikémés yra: -0,7; -0,9; -0,1; 1,1; 0;
-0,9; -1,2; - 0,7. Atitinkamai nustatome ir 7 y; reikSmes (iSmet¢ reikSme
x;=8):000100 0. Tikrinsime H, su H, alternatyva. Misy atveju m = 1,
n="7,a=0,05. 6 lenteléje randame b(7; 0,05) = 1. Kadangi m néra mazesnis
uz b(7; 0,05) (m = b(7; 0,05), todél nulinei hipotezei priestarauti negalime.

Vilkoksono kriterijus vienai im¢iai. Pazymékime z; = x; - m,. Toliau Vil-
koksono kriterijaus statistika skai¢iuojama taip pat, kaip ir kartotiniy imciy
atveju (5.6 skyrius). ISvados gaunamos analogiskai.

6.3 pavyzdys ([5, 144 p.]). 7 vaiky kraujyje $vino koncentracija nustatyta ati-
tinkamai 104; 79; 98; 150; 87 ir 101 (pg/ml). Svino koncentracijos skirstinys
laikomas simetrisku vidurkio atzvilgiu. Ar galime tvirtinti, kad tai duome-
nys i$ populiacijos, kurios mediana (vidurkis) lygi 95 pg/ml?

Tikrinsime nuling hipoteze Hy: x,,,., = 95 su dvipuse alternatyva Hj: x,,,,; # m,.
Reik$mingumo lygmuo a = 0,05, n = 7. Skaic¢iavimai, kuriy reikia Vilkokso-
no statistikai T* nustatyti, pateikti 6.1 lenteléje.

I$ 6.1 lentelés gauname 7" = 27:1 R, = 20. T* gali svyruoti nuo 0 iki
7x8/2 = 28. Nuling hipoteze atmesime, jei statistikai 7" galios nelygybe T* >
t(1 — a, n). T* skirstinio, esant teisingai nulinei hipotezei, 0,95 lygio kvan-
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tilis £(0,95, 7) lygus 25 (5 lentelé). Kadangi T* < 25, todél nulinei hipotezei
nepriestaraujame: galima tvirtinti, kad tai duomenys i populiacijos, kurios
mediana lygi 95 pg/ml.

6.1 lentelé. Vilkoksono kriterijaus vienai imciai statistikos skaiciavimas

i Xi Zi=X;— Mg |z R; P; R ¢;
1 104 9 9 4 1 4
2 79 -16 16 5 0 0
3 98 3 3 1 1 1
4 150 55 55 7 1 7
5 87 -8 8 3 0 0
6 126 41 41 6 1 6
7 101 6 6 2 1 2

6.3. Dviejy populiacijy vidurkiy palyginimas

Analizuojant susirgimo ar patologijos ypatumus, tenka lyginti ligoniy, tu-
rindiy patologija, tyrimy duomenis su atitinkamais kontrolinés grupés duo-
menimis. Laikant, kad tiriamo kintamojo skirstiniai abiejose populiacijose
(su patologija ar be patologijos) yra normalieji, populiacijy lyginimas tampa
atitinkamo kintamojo vidurkiy lyginimu (I hipotezé 5.1 skyriuje).

Nepriklausomy imciy t kriterijus (¢-test for independent samples). Prielai-
da: kintamojo i$§ X populiacijos (pvz., serganciy ligoniy) ir i§ Y populiacijos
(pvz., sveiky asmeny) skirstiniai yra normalieji.

Sakykime, kintamojo i§ X populiacijos skirstinys yra normalusis su vidur-
kiu m, ir dispersija ¢ 2; i§ Y populiacijos — normalusis su vidurkiu m, ir
dispersija o yz Uzdavinys - palyginti dviejy populiacijy X ir Y kintamojo
vidurkius m, ir m,. Todél formuluojama nuliné hipotezé Hy: m, = m, ir pa-
gal im¢iy vidurkiy reikSmes pasirenkama desiniapusé, kairiapusé ar dvipusé
alternatyva: H: m, > m; H,: m, < my; Hy: m, # m,. Pavyzdziui, [ hipotezei
(5.1 skyrius) tikrinti formuluojama nuliné hipotezé: m, = mgy su desinia-
puse alternatyva: mcp, > mygy.

Nulinei hipotezei tikrinti naudojamos imtys i$ X ir Y populiacijy. Jau mi-
néjome, kad kintamojo skirstinys X ir Y populiacijose yra normalusis su
vidurkiu m, ir m,. t kriterijaus statistika priklauso nuo to, ar populiaci-
jy normalieji skirstiniai skiriasi tik poslinkiu (6.2 a pav.), ar dar ir forma
(6.2 b pav.). Kitaip tariant, kriterijaus statistika priklauso nuo to, ar kinta-
mojo dispersijos abiejose populiacijose vienodos, ar ne.
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6.2 pav. Skirstiniy dispersijos: a - vienodos; b - skirtingos

a) Kintamojo skirstinio dispersijos populiacijose lygios: x; ~ N(m,, ¢%),
yi~N(m, 6*),i=1,2..nj=1,2..m;tiax, X, ... x, - kintamojo i§ X po-
puliacijos imtis, 0 ¥, ¥, ... ¥,, — kintamojo i§ Y populiacijos imtis, n ir m —
imciy dydziai. Tuomet hipotezei apie vidurkiy lygybe tikrinti naudojamas
t kriterijus su (5.12) tipo statistika:

[:L; 6.2)
2
s,/ n+1/m)

¢ia x ir y- imciy vidurkiai, SIZ,— sujungta  dispersija:

s; =[(n—1)s> +(m— 1)si 1/(n+m-2), sj ir si - im¢iy dispersijos. Jei
nuliné hipotezé yra teisinga, statistika ¢ turi Stjudento skirstinj su (n + m - 2)
laisvés laipsniy. Nulinés hipotezés atmetimo sritis bei sprendinio priémimas,
remiantis t kriterijaus dvipuse p reik§me, priklausomai nuo alternatyvos, pa-
teikta 6.2 lenteléje.

b) Populiacijy dispersijos nelygios: x; ~ N(m,, G ), y; ~ N(m,, © 3). Tuomet
hipotezei apie vidurkiy lygybe tikrinti taip pat naudojama (5.12) tipo krite-
rijaus statistika

XYy

NN (6.3)
1lsf/n+s§/m)

¢ia X iry - iméiy vidurkiai, Si ir Si - imciy dispersijos, n ir m - im-
¢iy dydziai. Jei nuliné hipotezé teisinga, ¢ skirstinys yra Stjudento su k
laisvés laispniy, k — maziausias sveikas skaicius, tenkinantis nelygybe:
k<(si/n+s j Im)*/ (st /n’ + S; /m’). Nulinés hipotezés atmetimo sritis
bei sprendinio priémimas, remiantis $io  kriterijaus dvipuse p reik$me, yra
analogiskas vienody dispersijy atveju ir pateiktas 6.2 lenteléje (tik joje vietoj
(n + m - 2) laisvés laipsniy skaiciaus reikia imti k).

=
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6.2 lentelé. Hy: m, = m, atmetimo sritis, sprendinio priémimo taisyklé pagal
kriterijaus dvipuse reiksme

Alternatyva Atmetimo sritis H, atmetimo taisyklé pagal
kriterijaus dvipuse p reik§me

Hy:m, >m, t> 4 (n+m=-2) X>ppl2<a

Hym,<m, t<-t [n+m=-2) X<yp.pl2<a

Hy:m, = m, || >t gp(n+m-2) p<a

Kaip minéta, kriterijaus statistika, naudojama dviejy populiacijy vidur-
kiams palyginti, priklauso nuo populiacijy dispersijy: jei dispersijos lygios,
naudojame (6.2), jei nelygios — (6.3) statistikg. Todél, prie$ lyginant dviejy
populiacijy vidurkius, batina patikrinti hipoteze apie populiacijy dispersijy
o lir o lygybe.

Dviejy populiacijy dispersijy palyginimas. Prielaida: kintamojo skirstinys
populiacijose yra normalusis.

Tikriname nuline hipoteze Hy: 67 = o i Apsiribosime dvipuse alterna-
tyva: 6} # o .. Sakykime, X, X, ... X, it ¥}, ¥, ... y, — imtys i§ tiriamy po-
puliacijy, s, ir S; - im¢iy dispersijos, n ir m — im¢iy dydziai. H, tikrinti
naudojamas F kriterijus. Sio kriterijaus statistika lygi:

Fe didesnioji imties dispersija (6.4)

mazesnioji imties dispersija

Sakykime, Si > Si. Tuomet F = Si / Sj. Esant teisingai nulinei hipotezei,
statistika F turi FiSerio skirstinj su (n - 1) ir (m - 1) laisvés laipsniy (2.6 sky-
rius). Hipoteze apie dispersijy lygybe atmetame, jei F > F,_,(n - 1, m - 1); ¢ia
F,_(n-1,m-1) - Fskirstinio su (n - 1) ir (m - 1) laisvés laipsniy 1 - a ly-
gio kvantilis, a - reik§mingumo lygmuo. PrieSingu atveju H, nepriestarauja-
me. Statistiniuose paketuose pateikiama $io kriterijaus vienpusé p reik§meé.
Jei p < a, teigiama, kad skirstiniy dispersijos nelygios, o jei p > a - dispersijy
lygybei nepriestaraujame.

6.4 pavyzdys. Dviejy populiacijy vidurkiy palyginimas naudojant nepri-
klausomy iméiy t kriterijy ([4, 132 p.]). Si kriterijy taikysime 14 vyry ir
12 motery SAS vidurkiams palyginti. Remdamiesi 3.4 lenteléje pateiktais
SAS duomenimis, tikrinsime nuline hipoteze, kad jauny sveiky suaugusiy
vyry ir motery SAS vidurkiai m, ir m,, vienodi su vienpuse alternatyva: vyry
SAS vidurkis didesnis negu motery (m, > m,,). Pradiniai duomenys ir ¢ sta-
tistikos skai¢iavimai pateikti 6.3 lenteléje.



6 SKYRIUS
Statistiniai kriterijai hipotezéms tikrinti ir jy taikymas

117

6.3 lentelé. t statistikos, naudotos 14 vyry ir 12 motery SAS vidurkiams palyginti,
skaiciavimas

1. Pradiniai duomenys (3.4 lentelé)

imties dydis n =14 (vyrai)
m =12 (moterys)
vidurkis X =118,29 mmHg (vyry)
y =107,0 mmHg (motery)
dispersija 52 =70,07 (vyry)
2

s; = 82,55 (motery)

¥y

reik$mingumo lygmuo a = 0,05

2. t statistikos skai¢iavimas, kai skirstinio dispersijos populiacijose yra lygios
s> =[(n=1)s; +(m—=1)s;1/(n+m—2)=(13X70,07 + 11 X 82,55)/24 = 75,79
55
t= 27)} = (118,29 - 107)/4/75,79(1/14+1/12) =11,29/3,425 = 3,3
NS,/ n+1/m)

laisvés laipsniy skaicius: df=n+m-2=14+12 -2 =24; t,4,5(24) = 2,064
t kriterijaus dvipusé p reiksmeé: p = 0,003

3. t kriterijaus skaic¢iavimas, kai skirstinio dispersijos populiacijose nelygios

P
= % = (118,29 - 107)/ /75,79/14 +82,5/12) = 11,29 45,01+ 6,88 /
NEN R D))

=11,29/{/11,89=11,29/3,45 = 3,28

laisvés laipsniy skaicius: df = 22,67; t,,6,5(22) = 2,069
t kriterijaus dvipusé p reik§meé: p = 0,003

4. F kriterijaus skai¢iavimas dispersijoms palyginti
F=s;/s; =82,55/70,07 = 1,178

laisvés laipsniy skai¢ius: n-1=14-1=13; m-1=12-1=11
F kriterijaus p reiksmé: p > 0,7

Statistikos ¢ formulé nulinei hipotezei tikrinti priklauso nuo to, ar SAS vyry
ir motery dispersijos yra lygios, ar ne. Dispersijy lygybei tikrinti skai¢iuoja-
me F kriterijaus statistikos reik§me. Jilygi 1,178; kriterijaus p reiksmé dides-
né nei 0,7 (F skirstinio su 11 (m - 1) ir 13 (n — 1) laisvés laipsniy 1 - 0,05/2 =
0,975 lygio kvantilis F4,5(11, 13) lygus 3,2; 1,178 < 3,2). Todél galime tvir-
tinti, kad vyry ir motery SAS populiacijos dispersijos yra lygios. 6.3 lenteléje
matome, kad statistikos ¢ reik$mé lygi 3,3, o dvipusé p reik§mé mazesné nei
0,003. Todél nuline hipoteze atmetame ir priimame alternatyva: vyry SAS
vidurkis reik§mingai didesnis nei motery.

Kaip minéta, t kriterijus dviejy populiacijy vidurkiams palyginti taikomas
tuomet, kai kintamojo skirstiniai populiacijose yra normalieji. Taciau nor-
malumo prielaidg sunku patikrinti nedideliy im¢iy atveju; be to, kartais
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kintamojo skirstiniai populiacijoje biina asimetriski (6.3 pav.), imtyse pa-
sitaiko i§skirciy. Pateiksime kriterijy, reikalaujantj silpnesniy prielaidy nei
normalumas.

U kriterijus dviejy populiacijy vidurkiams palyginti (Mann-Whitney
U test). Prielaidos: kintamojo reiksmés (imtys) i§ X populiacijos (pvz., ser-
ganciyjy) x,, X, ... x,,ir i§ Y populiacijos (pvz., sveiky asmeny) yy, y, ... ¥,, ap-
rasomos pagal modelj: x;=¢,i=1..my;=¢, ;+ A, j=1..m. Ciaeg,e,...e,
€41 - €nem — Nepriklausomi nestebimi ats. d., turintys tg patj tolydyjj skirs-
tinj, A - nezinomas poslinkis, sukeltas veiksnio (pvz., susirgimo), skiriancio
populiacijas. Kitaip tariant, skirstiniai populiacijose yra tolydieji ir skiriasi
tik poslinkiu (6.3 pav.). Dél peréjimo i$ vienos populiacijos j kitg atsiradu-
siam poslinkiui konstatuoti naudojamas U kriterijus.

poslinkis A

6.3 pav. Kintamojo skirstiniai populiacijose

Tikrinsime nuling hipoteze Hy: A = 0 su viena i alternatyvy: A > 0, A <0
ir A # 0. H, tikrinti naudojamo U kriterijaus statistika skai¢iuojama naudo-
jant ne im¢iy reiksmes, o rangus. Abiejy im¢iy kartu sudétos reik§meés su-
ranguojamos. R; pazymékime y; rangg bendroje sekoje. Kadangi kintamojo
skirstinys yra tolydusis, abiejose imtyse mazai tikétinos tos pacios reiksmés,
arba vienodi rangai. U kriterijaus statistika W lygi imties i§ Y populiacijos
rangy sumai:

W= z;":l R,, U= mxn+m(m+1)/2~W. (6.4)

W igyja reik$mes nuo 0 iki m(n + m + 1). Esant teisingai nulinei hipotezei,
rangy sumos W skirstinys yra diskretusis, simetriskas vidurkio atzvilgiu ir
priklauso tik nuo 7 ir m. Nedideliems 7 ir m lentelése pateikiami statistikos
U skirstinio atitinkamo lygio kvantiliai w(1 - a, n, m) arba w(a, n, m); ¢ia
a - parinktas reikSmingumo lygmuo (7 lentelé). Pazymésime, kad w(1 - a,
n, m) + w(a, n, m) = mxn, nes U jgyja reikSmes nuo 0 iki mxn.
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H, tikrinimas nedideliam # ir m (n, m < 30):

. alternatyva A > 0: Hy atmetame, jei U > w(1 - a, n, m), Hy nepriestarau-
jame, jei U < w(l - a, n, m);

+ alternatyva A < 0: H; atmetame, jei U < w(a, n, m), Hy nepriestarauja-
me, jei U 2 w(a, n, m);

o alternatyva A # 0: H, atmetame, jei arba U > w(1 — a/2, n, m), arba U < w,
(a/2, n, m), H nepriestaraujame, jei w(a/2, n, m) < U < w(l - o/2, n, m).

Vietoj statistikos U nulinei hipotezei tikrinti galima naudoti analogiska sta-

tistika, skai¢iuota naudojant imties x,, x, ... x,, rangus. H, tikrinti dideliems

nir m (n > 30, m > 30) naudojama (5.12) tipo statistika:

W =W —EW)/se(W)=(W —m(n+m+1)/2)/ Jmn(n+m+1)/12,  (6.5)

turinti asimptotinj standartinj normalyjj skirstinj. Taikant U kriterijy, sta-
tistiniu paketu pateikiamos kriterijaus statistikos bei tikslaus ir asimptotinio
kriterijaus dvipusé p reiksmé. H, atmetimo ar priémimo taisyklé, priklauso-
mai nuo alternatyvos, yra analogiska Vilkoksono kriterijaus atveju.

Pateiksime U kriterijaus taikymo pavyzdj.

6.5 pavyzdys ([7, 88 p.]). Lyginta tri¢io vandens difuzija per placentg nor-
maliai pagimdziusiy motery ir motery, nutraukusiy néstuma tarp 12 ir 24
savaités. Medikus domino, ar pagimdziusiyjy laiku placentos pralaidumas
yra didesnis. Tyrimui naudoti 10 normaliai pagimdziusiy ir 5 nutraukusiy
néstuma motery placentos audinio méginiai — konkrecios imtys x;, x; ... X,
it 1, ¥5 ... 5. Sie duomenys pateikti 6.4 lenteléje. Tikrinama nuliné hipotezé:
laiku ir nelaiku pagimdziusiyjy placentos pralaidumas vienodas (A = 0) su
vienpuse alternatyva: A < 0. Nulinei hipotezei tikrinti naudosime U kriterijy
su statistika (6.4). y; rangai pateikti 6.4 lenteléje.

6.4 lentelé. Tricio vandens difuzija per placentg (10 cm/s)

Pagimdziusiy laiku (x;) j Nutraukusiy néstuma (y;) R
0,8 1 1,15 8
0,83 2 0,88 5
1,89 3 0,9 6
1,04 4 0,74 2
1,45 5 1,21 9
1,38 6 - -
1,91 7 - -
1,64 8 - -
0,73 9 - -
1,46 10 - -
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Skai¢iuojame: W =R, + R, + R; + R, + R; = 30, U= 5x10 + 5x6/2 - 30 = 35.
I§ 7 lentelés matyti, kad w(0,05, 10, 5) = 10. Apskaic¢iuojame w(0,95, 10, 5) =
50 - 11 = 39. Kadangi W = 35 < w(0,95, 10, 5) = 39, todél nulinei hipotezei
su reik§mingumo lygmeniu 0,05 nepriestaraujame.

Didelés imties atveju naudotina statistika (6.14) lygi:
W* = (30 - 5x16/2)/(5x10x16/12)1/2 = —-1,225.

Sio kriterijaus vienpusé p reiksmé lygi 0,11. Taigi tiek tikslus U kriterijus,
tiek normalioji jo aproksimacija nurodo, kad remiantis pateiktais duome-
nimis néra prielaidos tvirtinti, jog pagimdziusiyjy laiku placentos pralaidu-
mas yra didesnis, palyginti su nutraukusiyjy néstuma tarp 12 ir 24 savaités.

6.4. Dviejy kartotiniy matavimy vidurkiy palyginimas

Medikams ypa¢ aktualu nustatyti veiksnio - vaisty ar terapijos — poveikj
ligonio biklei. Dél to ligonio bukle charakterizuojantys rodikliai nustatomi
pries veiksnj (vaisty naudojima, terapijos seansg, operacija) ir po jo: sudaro-
mos kartotinés imtys — vienam individui atliekami keli matavimai. Medikus
dazniausiai domina kiekybinio rodiklio, apibudinancio ligonio bukle, vi-
durkio ar medianos pokytis. Nustacius, kad populiacijos vidurkis sumazéjo
ar padidéjo, daroma atitinkama i$vada apie veiksnio jtaka ligonio buklei.
Kartotiniy matavimy vidurkiams palyginti naudojamas kartotiniy imciy
t kriterijus ir Vilkoksono kriterijus.

Kartotiniy im¢iy t kriterijus (¢-test for dependent samples). Prielaida: tiria-
mo kintamojo, nustatyto prie$ veiksnj ir po jo, skirstiniai yra normalieji. To-
dél poveikio nustatymas tampa atitinkamo kintamojo vidurkiy palyginimu
(5.1 skyriaus V hipotezé).

Populiacijos vidurkiy poky¢iui nustatyti tikrinsime nuline hipoteze Hy: m, =
m,, ¢ia m, ir m, — skirstiniy prie$ veiksnj ir po jo vidurkiai su desiniapu-
se (m, > m,,), kairiapuse (m, < m,,) ar dvipuse alternatyvomis. Sakykime,
X1, X, ... X, Kintamojo reik§més (imtis) pries veiksnj, y,, y, ... ¥, — po veiksnio
iSmatuotos ty paciy individy reik§més. Nulinei hipotezei tikrinti skaic¢iuoja-
ma kriterijaus statistika:

-3

m ; (6.6)

¢ia X ir y — iméiy prie$ ir po veiksnio vidurkiai, Sj - skirtumy x; - y; disper-
sija. Esant teisingai nulinei hipotezei, statistika ¢ turi Stjudento skirstinj su
(n - 1) laisvés laipsniu. Nulinés hipotezés atmetimo sritis bei sprendinio pri-
émimas, remiantis $io t kriterijaus dvipuse p reik$me, pateiktas 5.2 lenteléje.

t=
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Vilkoksono kriterijus. Prielaidos: kintamojo, nustatyto prie$ veiksnj ir po
jo, reik§miy skirtumo skirstinys yra simetriskas vidurkio 6 atzvilgiu. Tuo-
met hipotezé apie veiksnio poveikj tapati hipotezei apie poslinkio 0 lygybe 0
Hy: 6 = 0 (5.5 skyrius). Vilkoksono kriterijus $iai hipotezei tikrinti pateiktas
5.7 skyriuje.

Pateikiame pavyzdj, kaip taikomas Vilkoksono kriterijus.

6.6 pavyzdys ([7, 49 p.]). Tirtas trankvilizatoriaus T poveikis neuroze ser-
gantiems ligoniams. Paciento buklé vertinta IV Hamiltono depresijos skale
(kuo mazesnis nustatytas koeficientas, tuo geresné ligonio bukl¢). Pacien-
ty buklé tirta gydymo pradzioje (x; reik§més) ir pabaigoje (y; reiksmeés).
Sios IV Hamiltono skalés reik§més bei teigiamo zenklo rangy skai¢iavimai
pateikti 6.5 lenteléje. Reik§mingumo lygmuo parenkamas standartinis —
a = 0,05.

I§ 6.5 lentelés matome, kad Vilkoksono kriterijaus statistika 7" = 2,11 Ro, =
3 + 2 = 5. 5 lenteléje randame kvantilj t(0,05, 9) = 8. Kadangi T* =5 < 8, H,
atmetame ir priimame alternatyva: 0 < 0.

6.5 lentelé. IV Hamiltono skalés reik§més gydymo pradzioje bei pabaigoje ir rangy
skaiciavimai

i Xi Vi zZi |zif R; @i Rip;
1 1,83 0,878 -0,952 0,952 8 0 0
2 0,50 0,647 0,147 0,147 3 1 3
3 1,62 0,598 -1,022 1,022 9 0 0
4 2,48 2,05 -0,430 0,430 4 0 0
5 1,68 1,06 -0,620 0,620 7 0 0
6 1,88 1,29 -0,590 0,590 6 0 0
7 1,55 1,06 -0,490 0,490 5 0 0
8 3,06 3,14 0,080 0,080 2 1 2
9 1,3 1,29 -0,010 0,010 1 0 0

Statistika T (5.15), naudojama didelés imties atveju, yra T" = (5 - 10x 9/4)/
(9% 10x 19/24)"2 = ~17,5/8,44 = -2,07. Sio kriterijaus atitinkama p reik§me
lygi 0,0192 ir yra mazesné uz parinkta reikSmingumo lygmenj. Taigi ir tiks-
lus Vilkoksono kriterijus bei jo aproksimacija didelés imties atveju leidzia
daryti i$vada, kad trankvilizatoriaus T poveikis pagerino pacienty bukle,
vertintg IV Hamiltono depresijos skalés koeficientu.
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6.5. Hipotezés apie populiacijos vidurkj tikrinimas
dideliy im¢€iy atveju

Siame skyriuje daroma prielaida, kad nagrinéjamas rodiklis yra kiekybinis
su unimodaliu skirstinju. Tai reigkia, kad kintamojo reik§més isibarsc¢iusios
apie tam tikrg sankaupos taska - skirstinio ,,centrg®, dazniausiai vidurkj. To-
kiu atveju yra prasmeé tikrinti hipotezes apie $io ,centro“ konkrecia reiks-
me, poslinkj po tam tikro poveikio ar palyginti keliy im¢iy ,,centrus. Dau-
giau prielaidy apie skirstinj nedaroma - nereikalaujama normalumo kaip
5.4 skyriuje. Taciau nagrinéjama imtis (ar dvi imtys) turi bati gana didelé:
batinai n > 30, o apsidraudziant nuo atsitiktiniy svyravimy - »n > 100, kad
hipotezéms tikrinti galétume taikyti asimptotinius kriterijus.

6.2-6.4 skyriuose hipotezéms apie vidurkio lygybe skaic¢iui, dviejy popu-
liacijy ar dviejy kartotiniy matavimy vidurkiy lygybe tikrinti naudojome
standartizuoto santykio statistikg (5.12) su funkcija T(x), lygia X ar x - ).
Jei kintamojo skirstinys yra normalusis, standartizuoto santykio statistikos
atskiry atvejy (5.14), (6.2), (6.6) skirstiniai yra Stjudento su atitinkamu lais-
vés laipsniy skaiciumi. T(x) $iuo atveju yra nepriklausomy ats. d. suma, taigi
dél centrinés ribinés teoremos standartizuoto santykio (5.14), (6.2), (6.6)
asimptotinis skirstinys yra normalusis. Todél esant dideléms imtims (n >
100, m > 100 arba bent jau n > 30, m > 30), galima laikyti, kad statistiky
(5.14), (6.2), (6.6) skirstiniai yra normalieji su vidurkiu, lygiu nuliui, ir vie-
netine dispersija. Dél to dideliy im¢iy atveju nulinés hipotezés atmetimo
sritys 5.2-5.3 lentelése gali buti apibréziamos ne Stjudento, o standartinio
normaliojo skirstinio atitinkamos eilés kvantiliais z,, kadangi Stjudento
skirstinio kvantilis ¢,(n) dideliam # yra artimas z,.

6.7 pavyzdys. Ligoniams, persirgusiems Q ir be Q miokardo infarktu, atliktas
EKG tyrimas; jo metu nustatytos ir SSD reik§més. Tyrimas atliktas 270 ser-
ganciy Q bangos MI ir 216 serganciy be Q bangos MI ligoniy; taigi imtys gana
didelés. Nustatyta, kad serganciy Q bangos MI SSD vidurkis - 78,5 (k./min.),
be Q bangos MI - 73,7 (k./min.). Norédami patvirtinti, kad ,,serganciyjy Q
bangos infarktu populiacijos SSD vidurkis didesnis nei serganciyjy be Q ban-
gos MI populiacijos®, naudosime t kriterijy populiacijy vidurkiams palyginti.
Serganciyjy Q ir be Q bangos MI ligoniy SSD standartiniai nuokrypiai yra
atitinkamai 19,6 ir 16,3. Populiacijy dispersijos reiksmingai skiriasi (o = 0,05),
nes F kriterijaus statistika lygi 1,46, jos p reik§mé — 0,004. t kriterijaus statisti-
kos, skaiciuotos pagal 5.10 formule, reik§me ¢ lygi 2,93, normaliojo skirstinio
kvantilis z,_o 5 = 2995 = 1,645. Turime ¢ > z o5, taigi nuline hipotez¢ atmetame
ir tvirtiname, kad, turimy duomeny pagrindu, Q bangos MI susirgusiy ligo-
niy SSD reik§mingai didesnis nei susirgusiy be Q bangos ML
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6.6. Hipotezés apie kintamojo skirstinj (suderinamumo hipotezés)

Kaip minéta, 6.2-6.4 skyriuose pateikto t kriterijaus (t kriterijaus vienai im-
¢iai, nepriklausomy imdiy t kriterijaus, kartotiniy matavimy t kriterijaus)
taikymo prielaida - skirstiniy normalumas. Tai reiskia, kad prie§ taikant
t kriterijy, bittina patikrinti, ar normalumo prielaida yra teisinga. Siame sky-
riuje pateiksime keletg kriterijy, skirty hipotezéms apie kintamojo skirstinj.
Tokios hipotezés vadinamos suderinamumo hipotezémis.

Sakykime, tiriamo kintamojo imtis yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai
su tuo paciu skirstiniu. Pazymékime: F; - Zinomas skirstinys, pavyzdziui,
standartinis normalusis, ar (5.1) formule apibréztas skirstinys. Formuluoki-
me nuline hipoteze Hy: ,,kintamojo skirstinys yra F," Si hipotezé vadinama
paprasta suderinamumo hipoteze.

Sudétinga suderinamumo hipoteze vadiname tokig hipoteze: ,kintamo-
jo skirstinys priklauso parametriniy skirstiniy Seimai P(9,, 0, ... 6,,)%
¢ia P(0,, 0, ... 0,,) — skirstiniy, priklausan¢iy nuo parametry 9, 0, ... 6,,,
$eima. P skirstinio (tankio ar tikimybés) analiziné i$raiSka yra Zinoma; tai
gali baiti normaliyjy skirstiniy $eima - ji susideda i$ visy galimy normaliyjy
skirstiniy, parametras 0, yra vidurkis m, o0 0, - o. P gali bati Puasono skirs-
tiniy $eima (susideda i$ visy Puasono skirstiniy), Bernulio skirstiniy $eima.

Suderinamumo hipotezéms tikrinti naudojamas x* kriterijus. Paprastai su-
derinamumo hipotezei tikrinti kiekybinio kintamojo atveju taikomas dar ir
Kolmogorovo-Smirnovo kriterijus.

x* kriterijus paprastai suderinamumo hipotezei tikrinti. Tikrinama H,:

»kintamojo skirstinys yra F,“ su alternatyva H,: ,kintamojo skirstinys néra
lygus F,“ Sakykime, x,, x, ... X, — tirlamo kintamojo imtis. Imties reik§miy
intervalg (nuo maziausios reikémeés iki didziausios) padalijame j k nesusi-
kertan¢iy intervaly [¢;_;, ¢;), i = 1, 2 ... k taip, kad j kiekvieng intervalg patek-
ty bent po 5 imties reik§mes. Pazymékime O; - imties reik§miy, patekusiy
j i-tgji intervalg, skaicius; p; — tikimybé, kad atsitiktinis dydis, sakykime, &,
turintis skirstinj F, pateks j intervalg [c,_;, ¢;): t. y. pi= P{§ < ¢;} - P{€ < ¢._1},
i=1,2 ..k Dydis O, vadinamas stebimu (observed) dazniu, E; - tikétinu
(expected) dazniu, nes E; rodo, kiek imties nariy turéty patekti j intervalg
[cii1> €;), jel imtis baty i$ populiacijos su skirstiniu F,.

Nulinés hipotezés ar alternatyvos pasirinkimas remiasi x* kriterijaus sta-
tistika:

k
X'=2.(0,~E)IE; 6.7)
i=1
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Jei teisinga nuliné hipotezé, t. y. jei analizuojamo kintamojo skirstinys yra F,
tuomet §i statistika turi asimptotinj x* skirstinj su (k - 1) laisvés laipsniy. Jei
n ganétinai didelis (n > 30) ir stebéti dazniai ne mazesni uz 5, galime tvirtin-
ti, kad statistikos (6.7) skirstinys artimas x* skirstiniui su (k - 1) laisvés laips-
niy. Todél nuling hipoteze atmetame, jei x> > %o (k — 1); &a %7 (k—1) - %2
skirstinio su (k - 1) laisves laipsniu 1 - o lygio kvantilis arba jei x* kriterijaus
vienpusé p reiksmé nevirsys parinkto reiksmingumo lygmens a. Priesingu
atveju nulinei hipotezei nepriestaraujame.

X* kriterijaus nerekomenduotina taikyti mazoms imtims. Jei tikétini

dazniai O; mazesni uz 5, x* kriterijumi gautos i$vados gali bati neteisingos,
todél grupavimo intervaly nereikia imti daug.

Pateiksime x? kriterijaus taikymo paprastai suderinamumo hipotezei tikrin-
ti pavyzdj.

6.8 pavyzdys ([7, 104 p.]). Pastebéta, kad zmogus dazniausiai stato deSine
koja, pakreipdamas péda j desine puse. Siam teiginiui pagristi buvo tirta 300
Zmoniy su tokia pédos orientacija: péda krypsta j kaire, | desine arba dedama
tiesiai. Atlikus eksperimentg, paaiskéjo, kad 80 zmoniy pédg kreipia i kaire,
96 deda tiesiai, 124 - pasuka j deSine. Tikrinant teiginj, ar pédos orientacija j
desine yra daznesné, tikrinama nuliné hipotezé H,: ,,pédos orientacija j kaire,
i desine ir tiesiai vienodai dazna“ (tikimybé, kad Zzmogus kreips péda i desing,
i kaire, statys tiesiai, lygi 1/3). Jeigu $ios trys padétys baty vienodai daznos,
turéty buti, jog apie 100 zmoniy (i$ 300) péda kreipia j kaire, 100 - j desine,
100 stato tiesiai. Tikrindami nuline hipoteze, y* kriterijaus statistika lyginame
stebétus daznius O; (80, 96, 124) su tikétinais E; (100, 100, 100). Apskai¢iave
gauname: x?= (80 — 100)*/100 + (96 - 100)*/100 + (124 - 100)*/100 = 4 +
0,16 + 5,76 = 9,92, laisvés laipsniai = 2, p = 0,007. Net su 99 % pasikliovimo
lygmeniu konstatuojame, kad pédos orientacija j desine yra daznesné.

x* kriterijus sudétingai suderinamumo hipotezei tikrinti. Tikrina-

ma nuliné hipotezé H: ,kintamojo skirstinys priklauso skirstiniy $eimai
P(9,, 0, ... 6,)° su alternatyva H,: ,kintamojo skirstinys nepriklauso para-
metriniy skirstiniy Seimai P(6,, 0, ... 8,,) ¢ia0,, 0, ... 0,, - nezinomi skirsti-
nio parametrai. Analogiskai kintamojo reik$miy sritis padalijama j k nesu-
sikertanciy intervaly, [¢;;, ¢;), i = 1, 2 ... k. NeZinomi skirstinio parametrai
0,,0,...0,, jvertinami didziausio tikétinumo metodu, o gauti jverciai naudo-
jami patekimo j intervalg [c;_,, ¢;) tikimybei p; skaic¢iuoti, ¢ia p;= P{§ < ¢;} -
P{E <c i}, i=1,2 ..k E- ats. d. su konkreciu skirstiniu P(6,,0,...0,).
Pazymékime O, — imties reik§miy patekusiy i i-tajj intervalg skaicius, E; =
np;, i =1, 2 ... k — tikétini dazniai. Nulinés hipotezés atmetimo sritis suda-
roma remiantis kriterijaus statistika (6.7). Esant teisingai nulinei hipotezei,
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statistika (6.7) turi asimptotinj x* skirstinj su (k - m - 1) laisvés laipsniu.
Nuling hipoteze atmetame, jei x> > % (k —m—1); &ia %, (k—m—1) - ¥
skirstinio su (k - m - 1) laisvés laipsniu 1 - a lygio kvantilis, arba x* kri-
terijaus p reik$mé nevirsys parinkto reik§mingumo lygmens a. PrieSingu
atveju nulinei hipotezei nepriestaraujame.

x? kriterijaus nerekomenduotina taikyti mazoms imtims, nes gautos i$vados

gali buti neteisingos. Taikant x? kriterijy sudétingai suderinamumo hipote-
zei tikrinti, grupavimo intervaly skaicius k turi vir$yti (m + 1) (m - nezino-
my skirstinio parametry skaic¢ius), tikétini dazniai O, - vir$yti 4.

Pateiksime x* kriterijaus taikymo sudétingai suderinamumo hipotezei tik-
rinti pavyzdj.

6.9 pavyzdys. Nagrinésime ligoniy, serganciy nestabilia KA, desiniojo prie-
$irdzio (DPR) dydzio skirstinj. Tikrinsime nuline hipoteze H,: ,,DPR skirs-
tinys yra normalusis®, alternatyva — ,,DPR skirstinys néra normalusis®. Hipo-
tezei tikrinti naudosime 147 ligoniy echoskopijos tyrimy duomenis.

DPR histograma pateikta 6.4 pav. DPR reik§més svyravo nuo 30 iki 69, vi-
durkis ir dispersija lygas: X = 48,56, s* = 32,86; s = 5,73. DPR reik$mes su-
grupavome j 8 intervalus (k = 8). Patekimo j intervalg tikimybes ir tikétinus
daznius skai¢iavome naudodami normaliojo skirstinio su m = 48,56 ir 0 =
5,73 (tokie didziausio tikétinumo jverciai) skirstinio funkcijos @(x, 48,56,
5,73) (2.3) reik§mes. Grupavimo intervalai, stebéti ir tikétini dazniai pateik-
ti 6.6 lenteléje.

6.6 lentelés duomenimis, gauname, kad x* kriterijaus statistika (6.7) lygi
2,611, laisvés laipsniy skaicius yra 8 - 1 - 2 = 5, vienpusé p reik§me lygi
0,76. Todél nulinei hipotezei priestarauti néra pagrindo — DPR skirstinys
yra normalusis.

6.6 lentelé. Ligoniy, serganciy nestabilia KA, stebéti ir tikétini desiniojo priesirdZio
dazniai

Grupavimo intervalai O, Di E, O,-E; | (O,-E)%E,
[30, 42) 7 0,048 7.056 -0.056 0.000444
[42, 45) 14 0,079 11.466 2.534 0.560017
[45, 48) 22 0,141 20.727 1.273 0.078184
[48,51) 28 0,194 28.518 -0.518 0.009409
[51, 54) 31 0,204 29.988 1.012 0.034152
[54, 57) 23 0,164 24.108 -1.108 0.050924
[57, 60) 16 0,101 14.847 1.153 0.089541
[60, 70) 6 0,070 10.29 -4.29 1.788542
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Chi kvadratas = 2,64,1.1. =5, p = 0,76
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6.4 pav. DPR dydzio histograma ir tikétinas normalusis skirstinys

Kolmogorovo-Smirnovo kriterijus. Prielaida: kintamojo skirstinys yra to-
lydusis. Kriterijus naudojamas tikrinti paprasta suderinamumo hipoteze H:
»kintamojo skirstinys sutampa su F,“ su alternatyva H,: , kintamojo skirsti-
nys nesutampa su F,* Sis kriterijus yra jautresnis nukrypimams nuo duoto
skirstinio variacinés sekos centre negu galuose.

Kolmogorovo-Smirnovo kriterijus grindziamas empirinés ir populiacijos
(teorinio) skirstinio funkcijy skirtumu. Imties x;, x, ... x,, empiriné skirsti-
nio funkcija E,(x) apibréZiama E,(x) = n(x)/n; ¢ia n(x) — imties reik§miy, ne
didesniy uz x, skaicius (6.5 pav.). Teoriné (populiacijos) skirstinio funkcija
Fy(x) = P{€ < x}; ¢ia § - ats. d. su skirstiniu F,. Kolmogorovo-Smirnovo kri-
terijaus statistika lygi D, = max|E,(x) — F,(x)| (6.4 pav.) arba

Li=1,2..m (6.7)

¢ia x(yy, X(g) - Xy — tiriamo kintamojo variacineé seka.

Dn = max |F0(X(l)) —-i/n

Statistikos D,, skirstinys, esant teisingai Hy, priklauso ne nuo skirstinio F,,
o tik nuo n. Augant #, $is skirstinys artéja prie ribinio skirstinio D. H, atme-
timo sritis yra D, reik§més, virsijancios skirstinio D (1 - a) lygio kvantilio
reik§me. Statistiniuose paketuose pateikiama Kolmogorovo-Smirnovo kri-
terjjaus p reik$émé. H, atmetama, jei p reikémé yra mazesné uz pasirinkty
reik§mingumo lygmenj.
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6.5 pav. Empiriné ir teoriné skirstinio funkcijos

6.7. Normalumo tikrinimas

Kaip minéta 5.5, 6.2-6.4 skyriuose, t ir F kriterijy taikymo prielaida - duo-
meny normalumas. Taigi prie§ taikant $iuos kriterijus, rekomenduotina
patikrinti, ar kintamojo skirstinys yra normalusis. Dazniausiai normaliojo
skirstinio parametry - vidurkio ir dispersijos — nezinome, todél normalumo
tikrinimas — atskiras sudétingos suderinamumo hipotezés atvejis.

Nulinei hipotezei Hj: ,kintamojo skirstinys yra normalusis“ su alternaty-
va H,: ,Kintamojo skirstinys néra normalusis“ tikrinti naudotinas y* kri-
terijus, jei imtis néra maza (n > 25), nes grupiy skaicius k ir stebétini daz-
niai (6.7) formuléje turi vir$yti 4. Kadangi t ir F kriterijai yra jautresni
i$skirtims negu nukrypimams nuo normaliojo skirstinio formos duomeny
centre, todél tikrinant H, tikslinga pasirinkti alternatyva, susijusia su i$-
skirtimis. Galima naudoti alternatyvg H;: ,kintamojo skirstinys yra nor-
maliyjy skirstiniy su parametrais (m, 02) ir (m, to?), t > 1, midinys” arba H,:
»Kintamojo skirstinys yra normaliyjy skirstiniy su parametrais (m, %) ir
(m + d, 6%), d # 0, mi$inys®. H, alternatyvos atveju pagrindiné imtis (nor-
malusis ats. d. su parametrais (m, 0%)) buna ,,ap$iukslinta“ reiksmémis su
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didesne dispersija — i$skirtys gali bati tiek labai didelés, tiek labai mazos.
H, alternatyvos atveju ,$iukslés“ (ats. d. su vidurkiu m + d) yra vienoje
puséje.

Nulinei hipotezei su alternatyva H, ar H, tikrinti naudojami kriterijai, be-
siremiantys ekstremaliy (didziausiy ar maziausiy) imties reik§miy skirs-
tiniu. Be jy, naudojami ir kiti kriterijai, susij¢ su normaliojo skirstinio
savybémis. 2.5 skyriuje pateikta vienos, dviejy ir trijy sigmy taisyklé: jei
ats. d. X ~ N(m, ¢?), tikimybé X patekti j intervalg [m -c, m + o] lygi
0,68; i intervalg [m - 1,965, m + 1,96c] - 0,95, i intervalg [m - 2,580,
m + 2,58c] - 0,99. Taigi, jeigu kintamojo skirstinys yra normalusis, inter-
vale [X - s; X+ 5], [X - 1,96s; X + 1,965s], [X -2,58s; X + 2,58s] turéty buti
atitinkamai 68 %, 95 % ir 99 % imties reikSmiy. Praktiskai visos imties
reik§mes (99,7 %) turéty buti intervale [x -3s; X + 3s]. Taip pat mazdaug
50 % imties reik$miy turéty bati mazesnés uz vidurkj X, o 50 % - dides-
nés uz x, apie 16 % imties reikémiy mazesnés uz x - s, apie 16 % reik§miy
turéty virSyti X + s. Jei imties reik$miy skaicius atitinkamuose intervaluo-
se ryskiai skirsis nuo minéty procentiniy reik§miy, tuomet galima abejoti
duomeny normalumu.

6.10 pavyzdys. Turime imtj: 1,26; 0,34; 0,7; 1,75; 50,57; 1,55; 0,08; 0,42; 0,5;
3,2;0,15; 0,49; 0,95; 0,24; 1,37; 0,17; 6,98; 0,1; 0,94; 0,38. Sios imties skaitinés
charakteristikos: X = 3,607, n = 20, s = 11,1646, kvartiliai: Q, = 0,29; Q, = 0,6;
Q; = 1,46. Jei imtis baty generuota normaliojo ats. d., mazdaug pusé reiks-
miy turéty buti mazesnés nei vidurkis (3,607). Tac¢iau daugiau nei % imties
reik§miy mazesnés uz vidurkj, nes Q; < 3,607; ir néra reik§miy, mazesniy
uz X - s (teoriskai turéty buti ape 16 %). Todél tvirtiname, kad $i imtis néra
atrinkta i§ normalyjj skirstinj turincios populiacijos.

Jei priimame alternatyva H, ar H, (imtis ,ap$iukslinta®), isskirtis galima
pasalinti. Paprasc¢iausias metodas — atmesti reik§mes, besiskirian¢ias nuo
vidurkio trimis ar net dviem s.

Normalumo kriterijai, susije su histogramos forma. Normalumo prie-
laidg atmetame, jei histogramoje i$siskiria keletas maksimumy (jtariama,
kad tai keliy populiacijy duomenys). 2.4 skyriuje nurodyti du rodikliai,
apibuidinantys skirstinio tankio (arba tikimybés) forma: asimetrijos koefi-
cientas y,, charakterizuojantis skirstinio simetriskuma vidurkio atzvilgiu, ir
ekscesas y,, apibiidinantis tankio kreivés 1ékstumg. Normaliojo skirstinio
asimetrijos ir eksceso koeficientai lygtis 0. Jei skirstinio tankis asimetriskas j
desing, asimetrijos koeficientas y,>0, jei asimetriskas j kaire — y,<0. Jei skirs-
tinio tankis bukesnis uz normalyjj skirstinj, jo ekscesas yra teigiamas, jei
smailesnis — ekscesas neigiamas (6.6 pav.)
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6.6 pav. Skirstiniy tankiai su skirtingais ekscesais: a) ekscesas lygus 0;
b) teigiamas ekscesas; c) neigiamas ekscesas

Populiacijos skirstinio asimetrijos ir eksceso koeficientai vertinami imties
asimetrijos (g;) ir eksceso (g,) koeficientais; g; formulé pateikta 1.8 skyriu-
je. Nustatyta, kad augant n, rodikliai g ir g, artéja prie atitinkamy skirsti-
nio formos rodikliy y, ir y, (¢ia artéjimas suprantamas tikimybine pras-
me: tikimybé, kad g; skirsis nuo y; labai mazu dydzZiu, augant n, artéja j 1).
Zinoma, kad normaliojo skirstinio atveju g; ir g, yra asimptotigkai nor-
malieji su nuliniu vidurkiu, o standartizuoty dydziy g,/se(g;) ir g&/se(g,)
asimptotinis skirstinys yra standartinis normalusis; ¢ia se(...) - rodiklio
standartiné paklaida. Statistiniuose paketuose (SPSS, STATISTICA) pa-
teikiamos g, g, ir ju standartiniy paklaidy reik§émeés. Jei nustatoma, kad
|g1/se(g))] > zi_an (|22/5€(8)| > 2i_q)p), tuomet tvirtinama, kad vy, (y,) néra
lygus 0 - taigi populiacijos skirstinys néra normalusis (a — reik§mingumo
lygmuo). Jei |gi/se(g)| < z,_o» — teiginiui y; = 0 (kartu ir normalumui) ne-
prieStaraujame, ¢iai=1, 2.

6.11 pavyzdys. 6.10 pavyzdyje pateiktos imties asimetrijos ir eksceso koe-
ficientai lygts: g, = 4,33, g, = 19,08; jy standartiniai nuokrypiai atitinkamai
lygis 0,512 ir 0,992, & = 0,05, z;4;5 = 1,96. Statistiky, naudojamy tikrin-
ti hipoteze ,,populiacijos asimetrijos ir eksceso koeficientai lygas nuliui®,
reik§meés yra 4,33/0,512 = 8,457 > 1,96 ir 19,08/0,992 = 19,23 > 1,96; ati-
tinkamos p reiksmés mazesnés nei 0,001. Todél tvirtiname, jog asimetri-
jos ir eksceso koeficientai reik§mingai skiriasi nuo nulio. Tai normaliajam
skirstiniui nebuidinga, todél imtis néra i§ normalyjj skirstinj turinéios po-
puliacijos.

6.8. Hipotezés apie dviejy populiacijy skirstiniy tapatuma

Kaip minéta, vienas medikams kylan¢iy aktualiy uzdaviniy - palyginti li-
goniy su patologija (imtis i§ X populiacijos) tyrimy duomenis su kontroli-
nés grupés (imtis i§ Y populiacijos) atitinkamais duomenimis. Dazniausiai
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lyginami abiejy ligoniy grupiy tiriamo kintamojo vidurkiai, t. y. tikrinama
hipotezé Hy: m, = m, su desiniapuse, kairiapuse ar dvipuse alternatyva. Ta-
¢iau patologijos poveikis gali pasireiksti ne tik skirstinio vidurkio poslinkiu
(6.7 a pav.), bet ir skirstinio iskraipymu (6.7 b pav.). Todél patologijos povei-
kiui konstatuoti kartais tikslinga ir tikrinti hipoteze apie kintamojo skirsti-
niy abiejose ligoniy grupése tapatuma (arba populiacijy identiskuma). Siam
tikslui naudojamas Kolmogorovo-Smirnovo kriterijus.

6.7 pav. Poveikis pasireiskia skirstinio poslinkiu (a), skirstinio iskraipymu (b)

Kolmogorovo-Smirnovo kriterijus. Taikymo prielaida — kintamojo skirs-
tiniai abiejose populiacijose yra tolydieji.

Sakykime, turime dvi imtis: imtj i$ X populiacijos (pvz., serganciy ligoniy)
X15 X5 ... X, ir imtj i§ Y populiacijos (pvz., sveiky asmeny) y,, ¥, ... ¥,,. Kinta-
mojo i$§ populiacijos X skirstinio funkcijg pazymékime F(x), i populiaci-
jos Y - G(x). Tikrinsime nuline hipoteze Hy: ,,populiacijy skirstiniai iden-
tiski“ (F(x) # G(x)) su alternatyva ,populiacijy skirstiniai néra identigki®
(F(x) # G(x)). Kolmogorovo-Smirnovo kriterijaus statistika grindziama
dviejy empiriniy skirstinio funkcijy E,,(x) ir E,,(x) skirtumu (6.8 pav.).
Ji lygi:

Dn,m = maXl Eln(x) - E2m(x)|;

¢ia E,,(x) ir E,,,(x) — im¢iy xy, X; ... X,, it ¥}, ¥, ... ¥,,, empirinés skirstinio funk-
cijos. Statistikos D,, ,, skirstinys, esant teisingai nulinei hipotezei, nepriklau-
so nuo skirstinio funkcijy F(x) ir G(x), o priklauso tik nuo # ir m. I§vados
apie H, atmetimg ar jai nepriestaravimg paprastai grindziamos kriterijaus
p reikdme, pateikiama statistiniuose paketuose: jei p virsija ar lygi 0,05 —
teigiama, kad populiacijy skirstiniai indentiski; jei p < 0,05 - skirstiniai néra
identiski (¢ia a = 0,05).
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6.8 pav. Dviejy imciy empirinés skirstinio funkcijos, D, ,, statistika.
X pateiktas logaritminiu masteliu

6.12 pavyzdys [8]. Sakykime, turime gydyta ir kontroline ligoniy grupes.
Tyrimo metu nustatéme kintamojo reik§mes:

Kontroliné grupé: 1,26; 0,34; 0,7; 1,75; 50,57; 1,55; 0,08; 0,42; 0,5; 3,2; 0,15;
0,49; 0,95; 0,24; 1,37; 0,175 6,98; 0,1; 0,94; 0,38.

Gydyta grupé: 2,37; 2,16; 14,82; 1,73; 41,04; 0,23; 1,32; 2,91; 39,41; 0,11;
17,44; 4,51; 0,51; 4,5; 0,18; 14,68; 4,665 1,3; 2,065 1,19.

Gydytos ir kontrolinés grupiy imties skaitinés charakteristikos pateiktos
6.7 lenteléje.

6.7 lentelé. Gydytos ir kontrolinés imties skaitinés charakteristikos
Vidurkis | St. nuokrypis | Mediana | Min. | Maks. | Q Q;

Kontroliné gr. 3,607 11,16 0,6 0,08 50,57 | 0,29 | 1,46
Gydyta gr. 8,357 12,82 2,27 0,11 41,04 1,25 | 9,67

I$ 6.7 lentelés matyti, kad imciy negalima laikyti normaliosiomis - néra
reik$miy, maZzesniy nei X - s, o jy turéty bati apie 16 %. Todél im¢iy vidur-
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kiams palyginti negalime taikyti ¢ kriterijaus. Imtims, o kartu ir populiaci-
joms palyginti naudosime Kolmogorovo-Smirnovo statistikg D,, .

Kontrolinés ir gydytos grupiy empiriniy skirstinio funkcijy grafikai loga-
ritmine argumento skale pateikti 6.8 pav. Didziausias empiriniy skirstinio
funkcijy skirtumas yra arti tako x = 1; jis lygus 0,45. Sio skirtumo atitin-
kama p reiksmé mazesné uz 0,05, todél hipoteze apie populiacijy tapatuma
atmetame su 0,05 reikSmingumo lygmeniu.

6.9. Keliy populiacijy mediany palyginimas

Atliekant duomeny analize, medikams tenka lyginti ir daugiau nei dviejy
populiacijy rodiklius. Pavyzdziui, vienai ligoniy grupei duota 20 mg vais-
to dozé, kitai - 10 mg, treciai — placebo. Po to visy trijy grupiy ligoniams
iSmatuojamas SAS (ar kitas rodiklis). Vaisto dozés poveikiui nustatyti ba-
tina palyginti visy 3 grupiy SAS vidurkius ar medianas. Keliy vidurkiy
lyginimas, kai kintamojo skirstinys yra normalusis, nagrinéjamas 12 sky-
riuje. Siame skyriuje pateiksime kriterijy, skirta k (k > 2) medianoms pa-
lyginti.

Kruskalio-Voliso (Kruskal- Walis) kriterijus. Taikymo prielaida: kintamo-
jo skirstinys visose k, k > 2 populiacijose yra simetriskas vidurkio atzvilgiu.
Tuomet hipotezé apie kintamojo vidurkio populiacijose tapatumg identiska
hipotezei apie kintamojo mediany populiacijose lygybe.

Tikrinama H,: ,visy skirstiniy medianos lygios“ su alternatyva: ,bent dvi
medianos néra lygios® Nulinei hipotezei tikrinti skai¢iuojama kriterijaus
statistika naudoja imties reik§miy rangus. Visos imtys sujungiamos, ju
reik§més suranguojamos; po to skai¢iuojama Kruskalio—Voliso kriterijaus
statistika pagal formule:

2

R
H=—12 5 5 3oy,
NN +1) =,

¢ia ny, n, ... n — im¢iy dydziai, N = n; + ... + n, — bendras matavimy skaicius,
R; - i-tos imties rangy suma.

Esant teisingai nulinei hipotezei, statistikos H skirstinys artimas x> skirs-
tiniui su (k - 1) laisvés laipsniy. Nuliné hipotezé atmetama, jei atitinkama
kriterijaus p reiksmé nevir§ys parinkto reik§mingumo lygmens a (0,05)
arba kai H >y, (k —1). Prie$ingu atveju nulinei hipotezei neprieitarau-
jame.
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6.10. Keliy kartotiniy matavimy palyginimas

Sakykime, atliekama to paties individo kiekybinio rodiklio k kartotiniy ma-
tavimy. Pavyzdziui, echoskopija atliekama ligoniams pries PTCA, iSrasant
i$ stacionaro, po 6 mén., po mety; t. y. atliekami 4 pakartotiniai tyrimai ir
jy metu nustatomi kiekybiniai echoskopijos rodikliai - kintamieji KSGDD,
IF .... Analizuojant operacijos rezultatus, aktualu nustatyti, ar tiriamos li-
goniy populiacijos KSGDD vidurkiai pakito, ar ne. Keliems kartotiniems
matavimams palyginti naudojamas Frydmano kriterijus.

Frydmano (Friedman) kriterijus. Prielaida: kartotiniy matavimy skirtumy
skirstiniai yra simetriski nulio atzvilgiu. Tuomet hipotezé apie poveikio ne-
buvima tapati hipotezei apie visy kartotiniy matavimy mediany (ar vidur-
kiy) lygybe.

Tikrinsime nuline hipoteze H: ,visi kartotiniai matavimai i§ populiacijy su
ta pacia mediana“ su alternatyva: ,,bent dviejy kartotiniy matavimy media-
nos skiriasi®

Kriterijaus statistika skai¢iuojama taip. Sakykime, n individams atlikta po
k kartotiniy matavimy. Pirmiausia suranguojamos kiekvieno individo reiks-
mes (ats. d.); gauty rangy suma lygi k(k + 1)/2. Po to sudedami rangai, teke
kiekvienam kartotiniam matavimui. Gaunamos rangy sumos R;, R, ... R;.

Frydmano kriterijaus statistika lygi:

12

ko po
S=—= S R 3k +1).
nk(k+l)zf:1 j ~3nk+D

Esant teisingai nulinei hipotezei, S skirstinys artimas x? skirstiniui su (k - 1)
laisvés laipsniy. Nuliné hipotezé atmetama, jei kriterijaus p reik$mé nevirsys
parinkto reik§mingumo lygmens a (0,05) arba kai $ > ¥/ (k —1). PrieSingu
atveju nulinei hipotezei nepriestaraujame.

6.13 pavyzdys ([5, 151 p.]). Pesticidy kiekis 4 augalo méginiuose nustatytas
trimis metodais A, B ir C (6.8 lentelé). Ar galima tvirtinti, jog visais meto-
dais gauti tie patys rezultatai?

Prielaida, kad bet kuriais dviem metodais gauto pesticidy kiekio skirtumai
turi skirstinj, simetriska vidurkio atzvilgiu, néra didelé. Skai¢iuojame Fryd-
mano kriterijaus statistika. Turime k = 3, n = 4, a = 0,05. Kiekvieng bandinj
atitinkantys rangai pateikti 6.8 lenteléje. Metody A, B ir C rangy sumos R,
Ry, R atitinkamai lygios 5,5, 8,5 ir 10. § = 12(5,5 + 8,5 + 10)/(4 X 3x 4)-3 X
4x4 =2,65.
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6.8 lentelé. Pesticidy kiekio 4 augalo méginiuose absoliucios reiksmés ir rangai

Meéginys Nustatytos reik§meés Rangai
A B C A B C
1 4,7 5,8 5,7 1 3 2
2 7,7 7,7 8,5 1,5 1,5 3
3 9,0 9,9 9,5 1 3 2
4 2,3 2,0 2,9 2 1 3

Turime %4¢5(2) = 5,99 > S. Todél daroma i§vada: néra pagrindo teigti, kad
$iais metodais gaunami skirtingi rezultatai.
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7 SKYRIUS

Porinés dazniy lentelés analize

Analizuojant susirgimo ar patologijos priezastis, aktualu nustatyti ligonio
rodiklius, susijusius su susirgimu ar patologijos laipsniu. Dalis individo cha-
rakteristiky apibadinamos kokybiniais kintamaisiais — nominaliu, dvinariu
ar tvarkos. Susirgimo ar patologijos laipsnis iSreiskiamas ir kokybiniu kin-
tamuoju. Todél sprendziant minétus uzdavinius, reikalingi dvimaciy koky-
biniy kintamuyjy statistiniai modeliai bei kokybiniy kintamuyjy tarpusavio
rysio (association) matai. Porine dazniy lentele pateikiami ir kokybinio kin-
tamojo tyrimo rezultatai, gauti i$ jvairiy epidemiologiniy studijy.

7.1. Poriné dazniy lentelé

Sakykime, X ir Y - du kokybiniai kintamieji: kintamasis X jgyja r reik§miy
(kategoriju), kintamasis Y - ¢ reik$miy; abiejy kintamujy reik§més nustaty-
tos n individy. Siy dviejy kintamyjy reik§miy tarpusavio i$sidéstymas im-
tyje pateikiamas porine rxc dazniy lentele, turincia r eilu¢iy ir ¢ stulpeliy.
Lentelés eilutés atitinka kintamojo X, stulpeliai - kintamojo Y reiksmes. In-
dividy, turin¢iy kintamojo X i-tgja reik§me ir kintamojo Y j-taja reiksme,
skaicius n;; (absoliutus daznis) pateikiamas porinés dazniy lentelés i-tosios
eilutés ir j-tojo stulpelio susikirtimo gardeléje (7.1 lentelé). Individy, turin-
¢iy kintamojo X i-taja reikSme, skai¢ius Zymimas n;,, turin¢iy kintamojo Y
j-taja reikSme skaicius - n,; n - tirty individy skaicius. Sie skaiciai susieti
priklausomybe:

c
}’li+ = nﬂ + ni2 + ...+ I/ll-c= Zj:lnij’

r
1/l+j = 1’11] + 7’12] + ...+ 7’1,] = Zi:lnij’ (7.1)
1’l=711++1’12++...+7’l,+=7l+1+l’l+2+...+1’l+c.

135
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Taip pat rxc lenteléje gali buti pateikti:

o santykiniai dazniai p; = n;/n;

« santykiniai dazniai eilutése p;; = n;/n;,, atspindintys kintamojo Y skirs-
tinj, kai kintamasis X jgyja i-taja reikSme;

+ santykiniai dazniai stulpeliuvose p;; = n;;/n,;, atspindintys kintamojo X
reik§miy skirstinj, kai kintamasis Y jgyja j-tajg reikSme.

Santykiniai dazniai gali taip pat buti pateikti ir procentais (eilutése ir stul-

peliuose).

7.1 lentelé. Poriné rxc dazniy lentelé

j c § viso
X\Y 1 2 I
1 Ny Ny, 1y Ny, Ny,
2 53} &) 1y Nye My
i n; n, n;; n;. n;,
r Ny %3 nrj nrc .y
I8 viso n,, N,y N n,. n

7.1 pavyzdys. 7.2 lenteléje pateikti duomenys apie ligoniy, serganciy UKS,
isgyvenimo 30 pary laikotarpiu priklausomybe nuo koronarinio sindromo
([3]). Cia kintamasis X — koronarinis sindromas (I reikimé - Q bangos M1,
IT reik§mé - be Q bangos MI, III reik§mé — nestabili KA), kintamasis Y - i$-
gyvenimas 30 pary laikotarpiu (I reikimé — miré, II reik§mé - isgyveno). Siy
kintamuyjy tarpusavio priklausomybé pateikiama 3x2 porine dazniy lentele.
7.2 lenteléje pateikti atvejy skaiciai — mirusiy 30 pary laikotarpiu ligoniy: su
Q bangos MI n,; = 20, be Q bangos MI - n,, = 4, nestabilios KA - 1, = 1;
isgyvenusiy: su Q bangos MI n,, = 252, be Q bangos MI - n,, = 214, nestabi-
lios KA - n3,=155. Q bangos MI ligoniy i$ viso buvo n,, = 272, be Q bangos
n,, = 218, nestabilios KA - n;, = 156. Mirusiy ligoniy buvo n,, = 25, i$gyve-
nusiy - n,, = 621. I viso tirta n = 646 ligoniy. 7.2 lenteléje taip pat pateikti
santykiniai dazniai eilutése procentais.

7.2 lentele. Ligoniy, serganciy UKS, iSgyvenimo 30 pary laikotarpiu priklausomybé
nuo koronarinio sindromo (atvejy skaicius ir santykiniai dazniai eilutése procentais)

Mire ISgyveno I§ viso
N % eilutése N % eilutése
Q bangos MI 20 7,35 252 92,65 272
Be Q bangos MI 4 1,83 214 98,17 218
Nestabili KA 1 0,64 155 99,36 156
I§ viso 25 3,87 621 96,13 646
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7.2. Dviejy kokybiniy Kintamujy statistinis modelis

Imties dydis n yra fiksuotas. Sakykime, populiacijoje atsitiktinai atrink-
ta n individy; kiekvienam individui nustatytos kokybiniy kintamyjy X ir
Y reikSmés; X jgyja r, o Y - ¢ skirtingy reikSmiy. Tokio tyrimo statistinis
modelis — X ir Y yra atsitiktiniai dydziai; $iuo modeliu aprasomi kohorti-
nés bei momentinés epidemiologinés studijos duomenys. Individo jgyjama
(X, Y) reikémiy kombinacija yra atsitiktiné, apibréziama jungtiniu dvima-
¢iu tikimybiniu skirstiniu su rxc - 1 nezinomy parametry m; = P{X = x;
Y =y} (2.6 lentelé); Cia m; — tikimybé, kad X jgis i-taja, Y - j-taja reikSme.
X ir Y atskiry (vienmaciy) skirstiniy tikimybes zymésime: m;, = P{X = x;} =
Tyt + Mo my=P{Y =y} =m;+ ... + 7,

Nezinomy (X, Y) skirstinio parametry - tikimybiy 7, jverciai, gauti didziau-
sio tikétinumo metodu, yra santykiniai dazniai p; = n;;/ n. X ir Y skirstiniy
tikimybés m;, ir m,; jverciai yra atitinkamai:

pi=ni/n, pi=n;/ni=1L2.1nj=1L2..¢

¢ia ny, ir n; - ats. d., apibrézti pagal (7.1) formule. Santykiniai dazniai p;
yra atsitiktiniai dydziai, p; vidurkis lygus m;, dispersija lygi m; (1 - m;)/n,
standartinio nuokrypio jvertis, arba standartiné paklaida - \/n, (1-n, /n)/n.
pi. ir p,; standartinés paklaidos skaiciuojamos analogiskai.

Vienas i§ kintamyjy X, Y yra neatsitiktinis. Porine dazniy lentele (7.1 len-
telé) pateikiami ir klinikinio eksperimento (clinic trials) tyrimy duomenys.
Klinikinio eksperimento metu i$§ r populiacijy atsitiktinai atrenkama #,,,
H,, ... n,, individy ir kiekvienam jy nustatoma kokybinio kintamojo Y reiks-
mé. Tokio tyrimo rezultatus aprasancioje porinéje dazniy lenteléje kinta-
mojo X reik§més yra neatsitiktinés — jos skirtos populiacijai (vyry, motery;
vartojo vaistg, placebo) identifikuoti. Dazniai n; yra kintamojo Y j-tosios
reik§més daznis, nustatytas i-toje populiacijoje; dazniai n,,, n,, ... n,, yra
imciy dydziai (neatsitiktiniai). n;; yra atsitiktiniai dydzZiai; skirtingy eiluciy
dazniai - nepriklausomi ats. dydziai.

Kokybinio kintamojo Y skirstinys i-toje populiacijoje nusakomas tikimybé-
S TT);, Tpp ooy T Cia Ty =P{Y =y|X = x;}. Sglyginiy tikimybiy 7, (2.8 sky-
rius) jverciai p;; yra:

Pji = Pii/ P = 1y / Ny
Salyginés tikimybés p;; standartiné paklaida lygi \/ p=p;)/n, .

7.2 pavyzdys (7). Siekiant palyginti hipertenzine (H), i$emine (IS) ir idio-
patine dilatacine (ID) kardiomiopatija serganciyjy klinikiniy, elektrokardi-
ografiniy, echoskopijos ir perfuzijos tyrimy duomenis, atsitiktinai atrinkta
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po 30 kiekvienos patologijos ligoniy (atsitiktiné atranka i$ 3 populiacijy).
Be kity rodikliy, kiekvienam ligoniui nustatyta ir $irdies ritmo sutrikimy -
kintamasis Y: Y = 1, jei ritmo sutrikimy buvo, ir Y = 0, jei ritmo sutrikimy
nebuvo. Tuomet ritmo sutrikimy pasiskirstymas tarp serganciyjy hiperten-
zine (X = 1), iemine (X = 2) ir idiopatine dilatacine (X = 3) kardiomiopati-
ja pateikiamas 3x2 porine dazniy lentele (7.3 lentelé). 7.4 lenteléje pateikti
ritmo sutrikimo (Y) skirstinio tikimybiy jverciai kiekvienoje populiacijoje.

7.3 lentelé. Ritmo sutrikimy pasiskirstymas pagal kardiomiopatijos risj

Kardiomiopatijos rasis Ritmo sutrikimy néra | Ritmo sutrikimy yra IS viso
Hipertenzine 18 12 30
ISemine 6 24 30
Idiopatiné dilataciné 13 17 30

7.4 lentelé. Ritmo sutrikimy procentinis pasiskirstymas serganciyjy hipertenzine,
iSemine ir idiopatine dilatacine kardiomiopatija

Kardiomiopatijos rasis Ritmo sutrikimy néra Ritmo sutrikimy yra
Py Py (%) Daji Doy (%)
Hipertenzine 0,6 60 0,4 40
ISeminé 0,2 20 0,8 80
Idiopatiné dilataciné 0,433 433 0,567 56,7

I8 7.4 lentelés matyti, kad ritmo sutrikimy pasitaiké 40 % ligoniy, serganciy
hipertenzine kardiomiopatija, 80 % ligoniy, serganciy iSemine, ir 56,7 % li-
goniy, serganciy ID kardiomiopatija.

Atvejo-kontrolés studijose atsitiktinai atrenkamas fiksuotas skaicius atvejy
(Y =1) ir atsitiktinai atrenkama kontrolé (Y = 0), t. y. Y neatsitiktinis, reiks-
més n,, ir n,, - fiksuotos. Tuomet galima analizuoti X skirstinj atvejams ir
kontrolei.

7.3. Kokybiniy kintamyjy nepriklausomumas ir jo tikrinimas

Medicinoje ir epidemiologijoje daznai susiduriama su ry$io tarp kokybiniy
kintamyjy problema: yra tarp kintamyjy rysys ar jo néra. Medikams svarbu
Zinoti, ar:

1) vaisto vartojimas turéjo jtakos kraujosptidzio sumazéjimui;

2) USN klasé ar ritmo sutrikimai, nustatyti susirgus MI, turéjo jtakos mir-
ties 1 mety laikotarpiu dazniui;
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3) moterims, serganc¢ioms I laipsnio CD, retinopatija turi jtakos osteopeni-
jai atsirasti;
4) odos tipas turi jtakos melanomai atsirasti.

Minétoms hipotezéms patvirtinti ar atmesti sudaromos ligoniy studijos.
Pagal galimybes ir keliamg uzdavinj tyréjas parenka ligoniy studijos tipa,
pavyzdziui, kohortine, momentine ar atvejo—kontrolés. Pateiksime porg kri-
terijy, skirty nepriklausomumo hipotezéms tikrinti.

Pirsono X* kriterijus kokybiniy kintamyjy nepriklausomumui tikrinti.
Prielaida: (X, Y) — dvimatis diskretus atsitiktinis vektorius su tikimybiniu
skirstiniu {m;}. Todeél hipotezés apie kintamyjy X ir Y ry$io buvima ar ne-
buvimg tlkrlmmas yra hipotezés apie dvimacio skirstinio dedamyjy nepri-
klausomuma (Zr. 2.8 skyrius) tikrinimas.

Nuliné hipotezé H, apibréziama: ,kintamieji X ir Y nepriklausomi® Pagal
apibrézimg, ats. d. X ir Y yra nepriklausomi, jei tikimybé, kad X jgis i-taja
ir Y j-taja reik$me m;;, lygi tikimybiy, kad X jgys i-taja, o Y - j-taja reikdme,
sandaugai:

ij>

T; = T, X T, visiems i ir j.

Alternatyva galima iSreiksti taip: ,,bent vienai i ir j porai m; # 7;, x 7t,;" Nuli-
nei hipotezei tikrinti naudojamas Pirsono x?* kriterijus su statlstlka pagrgsta
stebéty ir tikétiny dazniy jverciy skirtumu. Stebéti dazniai yra n;; — dazniai,
pateikti porinéje dazniy lenteléje. Esant teisingai nulinei hlpotezel, kinta-
mojo X i-tgja ir kintamojo Y j-taja reikme turéty mazdaug n(m, x m,;) in-
dividy. Skaiciai n(m;, x m,;) vadinami tikétinais dazniais. Kadangi tikimybiy
Tt,+ ir m,; nezinome, x* statlstlko]e tikétinus daznius pakeic¢iame jy jverciais

=np;.p.; = nn,;/n, nes parametry T, ir 7,; didziausio tikétinumo jver-
c1a1 yrap;, irp,.. Nuhnel hipotezei tikrinti naudojamo Pirsono x? kriterijaus
statistika lygi:

=YY 1(”'f E)” (7.2)

ij

Jeiats. d. X ir Y yra nepriklausomi (tarp kintamyjy X ir Y rys$io néra), tuomet
statistikos x* asimptotinis skirstinys yra x* skirstinys su (r — 1)(c - 1) laisvés
laipsniy. Esant gana dideliam # ir nenuliniams stebétiems dazniams, galime
tvirtinti, jog statistika (7.2) turi x? skirstinj su (r - 1)(c - 1) laisvés laipsniy.
Statistiniuose paketuose pateikiama y? ir atitinkama p reik§mé. Jei p < a (¢ia
a - parinktas reikémingumo lygmuo (I rasies klaidos tikimybé; dazniausiai
naudojama a = 0,05)), H, atmetama ir priimama alternatyva — tarp kintamyjy
X ir Yyra rysys. Jei p > a — kintamyjy nepriklausomumui nepriestaraujame.
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Didziausio tikétinumo santykio kriterijus (ML x?). Prielaida ta pati, kaip
ir Pirsono x? kriterijui. ML x* yra kriterijus hipotezei apie kintamuyjy X ir Y
nepriklausomuma (ry$io nebuvimg) tikrinti. Jo statistika G? lygi:

G* =2y > mn(n,/E).

Jei X ir Y yra nepriklausomi, G* taip pat turi asimptotinj x* skirstinj su
(r - 1)(c - 1) laisvés laipsniy. Taigi gana dideliam » statistika G* galima
laikyti ats. dydziu, turin¢iu x* skirstinj. Jei ML x* kriterijaus p < a, H, atme-
tama ir priimama alternatyva. Prie§ingu atveju H, nepriestaraujame.

X? ir ML x* kriterijaus negalima taikyti esant nuliniams dazniams porinéje
dazniy lenteléje. Kokybiniy pozymiy nepriklausomumui tirti rekomenduo-
jama x* ir ML x* kriterijus taikyti tik tuomet, kai visi dazniai n; virsija 4
arba, geriausiu atveju, kai n/rxc > 5. Prie§ingu atveju i$vados, gautos re-
miantis $iais kriterijais, gali buti neteisingos. Esant mazai im¢iai ar maziems
dazniams, kintamuyjy nepriklausomumui tikrinti rekomenduojama taikyti
tikslius kriterijus.

7.3 pavyzdys ([3]). Naudodami 2 ir ML x* kriterijus, tikrinsime hipoteze,
ar ligoniy, persirgusiy UKS, mir¢iy skai¢ius 1 mety laikotarpiu priklauso
nuo koronarinio sindromo. 7.5 lenteléje pateikti stebéti dazniai (n;), tikéti-
ny dazniy jverciai bei kiti duomenys x? kriterijaus statistikai skai¢iuoti. Nau-
dodamiesi statistiniu paketu nustatéme, jog x* = 10,65, G* = 12,13. Laisveés
laipsniy skaicius lygus 2, abiejy kriterijy p reik§més mazesnés nei 0,0001.
Todél galime tvirtinti, kad mirc¢iy skai¢ius 1 mety laikotarpiu reik§mingai
priklauso nuo koronarinio sindromo.

7.5 lentelé. Letalios baigties 1 mety laikotarpiu pasiskirstymas priklausomai nuo
koronarinio sindromo: stebéti dazniai ir tikétiny dazniy jverciai

Koronarinis Mire Isgyveno Is viso
sindromas ny E, Ny E,

QMI 34 269x58/642=24,3 235 269x584/642=244,7 | 269
Be Q MI 19 218x58/642=19,7 199  218x584/642=198,3 | 218
NKA 5 155x58/642=14,0 150 155x584/642=141,0 | 155

I$ viso 58 584 642

X = (34 -24,3)%/24,3 + (19 - 19,7)%/19,7 + (5 - 14)%/14 + (235 - 244,7)*/244,7 +

(199 - 198,3)%/198,3 + (150 — 141)*/141 = 10,65

Jei porinéje dazniy lenteléje pateikiami keliy nepriklausomy imciy kokybi-
nio rodiklio matavimy rezultatai, t. y. X - neatsitiktinis ir dazniai n;, fiksuo-
ti, nepriklausomumo hipotezé virsta homogeniskumo hipoteze. Sakykime,
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X - kintamasis, nurodantis populiacija, pavyzdziui, arba vartotas vaistas
(X = 1), arba placebas (X = 0). Tuomet Y priklausomybé nuo X nustatoma
tikrinant hipoteze, ar Y skirstinys yra identiskas visoms X reik§méms, t. y.
tikrinama nuliné hipotezé Hy: ,,my; = mjp = ... = m, =m, j=1...c.

H, tikrinti naudojami x? ir ML ¥ kriterijai. Siy kriterijy statistikos tokios pat
kaip ir statistikos, naudojamos nepriklausomumo hipotezei tikrinti.

7.4. 2x2 poriné dazniy lentelé

Daugelio priezastiniy rei$kiniy tyrimo rezultatai pateikiami 2x2 porine
dazniy lentele (7.5 lentelé). Pavyzdziui, USN sunkumo laipsnj galime ver-
tinti dvinariu kintamuoju X: X = 1, jei USN klasé yra I arba II, ir X = 2, jei
USN klaseé yra I1I arba IV. Tuomet letalios baigties 30 dieny laikotarpiu pri-
klausomybé nuo USN pateikiama 2x2 porine dazniy lentele (7.6 lentelé).

7.5 lentelé. Standartiné 2x2 porine dazniy lentelé, pateikianti dvinariy kintamyjy
tarpusavio iSsidéstymg

X\Y I kategorija  II kategorija I viso
I kategorija a b a+b
1T kategorija c d c+d
I$ viso a+c b+d a+b+c+d

7.6 lentelé. USN sunkumo laipsnio ir letalios baigties 30 dieny laikotarpiu
pasiskirstymas

Miré ISgyveno
I-1I USN klasé 12 416
II-IV USN klasé 12 19

Jei visi a, b, ¢, d ne mazesni uz 5, hipotezei apie dvinariy kintamyjy X ir Y
nepriklausomuma tikrinti galima naudoti x> kriterijy; $io kriterijaus statisti-
ka (7.2) po pertvarkymy yra tokia:

) _ n(ad —be)’ _ (7.3)
(a+b)(c+d)a+c)b+d)

Statistikos (7.3) ribinis skirstinys x* yra tolydusis, bet naudojamas diskre-
taus skirstinio aproksimacijai. Todél hipotezei apie dvinariy kintamuyjy ne-
priklausomuma tikrinti vietoj x> kriterijaus su statistika (7.2) naudojamas
pataisytas x> arba Jeitso (Yates) x* kriterijus, kurio statistika yra 3 :
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,  n(lad-bc|-0,5n) )
" a+b)a+o)c+d)(b+d)

Tiek x% tieky,, esant kintamyjy nepriklausomumui, turi asimptotinj
X? skirstinj su 1 laisveés laipsniu. Statistiniuose paketuose pateikiamos $iy
kriterijy p reiksmés. Jei p < 0,05 (a = 0,05), hipotezé apie pozymiy nepri-
klausomumg atmetama ir teigiama, kad tarp kintamyjy yra rysys. PrieSingu
atveju kintamuyjy nepriklausomumui nepriestaraujame.

7.4 pavyzdys. Tikrinant hipoteze, ar letalios baigties tikimybé priklauso nuo
USN laipsnio (7.6 lentelé), statistiky x2 7y ; ir ML x? reik§més atitinkamai ly-
gios 75,2; 37,5 ir 68,1; visos p reiksmés yra mazesnés nei 0,00001. Todél daro-
ma i$vada, kad USN sunkumo laipsnis turi jtakos letalios baigties tikimybei.

Kriterijai x?, Xﬁ ir ML x* naudotini tik tais atvejais, kai dydZiai a, b, ¢, ir d
néra mazesni uz 5. Jei atvejy skaiciai 2x2 lenteléje mazesni nei 5, hipotezé
apie kintamyjy nepriklausomuma tikrinama pagal tiksly Fiserio kriterijy
(Fisher’s exact test). Jo statistika naudoja tikslias stebimy dazniy jgijimo ti-
kimybes.

Jei X ir Y daznius (a + b), (a + ¢), (b + d) ir (¢ + d) laikysime fiksuotais,
tuomet, kai X ir Y yra nepriklausomi, tikimybé, kad porinés dazniy gardeliy
reik§més yra a, b, ¢, d, lygi

(a+b)(a+c)(c+d)(b+d)
albleldin! '

Tikslios tikimybés P(a,b,c,d) skai¢iavimg iliustruosime pavyzdziu. Sa-
kykime, turime 13 individy; 9 i§ jy nustatyta kintamojo X I kategorija
(a+b=9),5-Ikategorija (c + d =5). Analogiskai, 6 individams konstatuota
kintamojo Y I kategorija ((a + ¢ = 6), 8 — kintamo Y II kategorija (b + d = 8).
Visos galimos a, b, ¢, d reik§miy kombinacijos ir $iy kombinacijy tikimybés
pateiktos 7.7 lenteléje.

P(a,b,c,d) =

7.7 lentelé. Visos galimos a, b, ¢, d reikSmés ir jy jgijimo tikimybés
(a+b=9c+d =5,a+c=6,b+d=38)

1 8 2 | 7 3 6 4 5 5 | 4 6 3
5 00 4 1 3 2 2 |3 1| 4 0 5
p=0,003 p=0,06 p=028 p=042 p=021 p=0,028

Tikslaus FiSerio kriterijaus statistika skai¢iuojama taip: skai¢iuojama tiki-
mybé, kad pirma stulpelj ir pirma eilute atitinkanciy gardeliy reik§mé néra
didesné uz stebéta:
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P =ZP(z,b+a—z,c+a—z,d+a—Z),

z<a

Jei P, < a (¢ia a — parinktas reik§mingumo lygmuo), hipoteze apie kintamy-
jy nepriklausomumg atmetame. Prie§ingu atveju skai¢iuojame tikimybe:

P :ZP(Z,b+a—z,c+a—z,d+a—z),

z2a
Jei Py < a, teigiame, kad tarp kintamyjy yra rysys. Priesingu atveju (jei P, >
air P; > a) tvirtinimui, kad kintamieji yra nepriklausomi, priestarauti néra
pagrindo.

7.5 pavyzdys [4, 15 p.]. Tirtas psichiatriniy - psichiniy ir neurotiniy - ligo-
niy polinkis j savizudybe. Tirta 20 psichiniy ligoniy, i$ jy polinkis j savizu-
dybe nustatytas dviem (10 %). I$ 20 tirty neurotiniy ligoniy polinkis j savi-
zudybe nustatytas 6 (30 %) (7.8 lentelé). Kyla klausimas, ar galima tvirtinti,
jog neurotiniai ligoniai j savizudybe linke labiau nei psichiniai. Hipotezei,
kad polinkis j savizudybe nuo ligos pobuidzio nepriklauso, tikrinti negalima
naudoti y* kriterijaus, nes dazniai 7.8 lenteléje mazesni nei 5. Minétai hipo-
tezei tikrinti skai¢iuojamos tikimybés, reikalingos tikslaus Fiserio kriterijaus
statistikai P, = P(2, 18, 6, 14) + P(1, 19, 7, 13) + P(0, 20, 8, 12):

8132120120

P(2,18,6,14) = ——————
21611 8114120!

0,00164,

P-=0,11756 > 0,05.

Kadangi P(2, 18, 6, 14) > 0,05, todél PF+ skai¢iuoti néra pagrindo. Remda-
miesi tiksliu Fierio kriterijumi, negalime tvirtinti, kad neurotiniai ligoniai j
savizudybe linke labiau nei psichiniai.

=0,09576; P(1,19,7,13) =0,02016; P(0, 20,8, 12) =

7.8 lentelé. Psichiniy ir neurotiniy ligoniy polinkio j savizudybe tyrimo rezultatai

Psichiniai ligoniai | Neurotiniai ligoniai I8 viso
I savizudybe linke 2 6 8
I savizudybe nelinke 18 14 32
I$ viso 20 20 40

7.5. Kartotiniy testy analizé

2x2 lentele pateikiami ir pakartotinio testo, atlikto tiems patiems asmenims,
rezultatai. Sakykime, grupei individy atliekamas testas. Rezultatas gali bati
teigiamas arba neigiamas. Po tam tikro veiksmo (mokymo, poveikio, praéjus
tam tikram laikui) tiems patiems asmenims vél atliekamas tas pats testas.
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Gauti rezultatai pateikiami 7.9 tipo lentele.

7.9 lentelé. Kartotinio testo rezultatai

Po veiksnio I$ viso
+ _
Pries + a a+b
veiksnj - c c+d
1§ viso a+c b+d a+b+c+d

Analizuojant pakartotinio testo rezultatus, aktualu nustatyti, ar poveikis —
laikas, gydymas, paskaita, diskusijos, papildomas mokymas - turéjo jtakos
nuomonés pasikeitimui ar ligoniy sveikatos buklei, apibadinamai dvinariu
kintamuoju. Kitaip tariant, norima nustatyti, ar teigiamo (neigiamo) tes-
to rezultato tikimybé pries ir po veiksnio buvo vienoda, t. y. ar m,, = m,,
(arba m,, = m,,). Si lygybé ekvivalenti tikimybiy simetriskumui: 7, = ;.
Taigi, tikrinant, ar testo rezultato tikimybé pries$ ir po veiksnio buvo vieno-
da, reikia patikrinti nuline hipoteze Hy: ,skirtingy rezultaty ,+ - ir ,—+“
tikimybés vienodos® (m;, = m,;) su alternatyva ,skirtingy rezultaty ,,+-“
ir ,, —+“ tikimybeés skiriasi“ (1, # 7,,). Siai hipotezei tikrinti naudojamas
Maknamaro (McNemar) x* kriterijus su statistika
_(b—c|-1)’

b+c
Jei nuliné hipotezé teisinga, tai statistikos Mcy? asimptotinis skirstinys yra
X° su 1 laisvés laipsniu. Nuline hipoteze atmetame su reik§mingumu 0,05; jei
Mcx? > 3,84 arba jei kriterijaus p reik§mé mazesné nei 0,05, ¢ia 3,84 yra x>
skirstinio su vienu laisvés laipsniu 0,95 lygio kvantilis.

Mcy?

7.6 pavyzdys [6, 150 p.]. Nagrinéta, kaip pasikeité medicinos mokyklos pir-
mo kurso moksleiviy nuomoné apie aukstesniyjy kursy moksleiviy humoro
jausma po moksleiviy renginio ,,Kity mety $ou® Renginyje pirmakursiai ar-
timiau susipazino su aukstesniyjy kursy moksleiviais. Apklausta 200 pirmo
kurso moksleiviy prie§ ir po renginio. Apklausos metu pirmakursiai auks-
tesniyjy kursy moksleiviy humoro jausma vertino teigiamai arba neigiamai
(7.10 lentelé).

7.10 lentelé. Pirmakursiy apklausos rezultatai

Po renginio I$ viso
¥ -
Prie$ + 150 22 172
renginj - 8 20 28
I$ viso 158 42 200




7 SKYRIUS
Porinés dazniy lentelés analizé

145

I§ 7.10 lentelés matyti, kad prie$ renginj aukstesniyjy kursy moksleiviy hu-
moro jausma teigiamai vertino 86 % (172 i§ 200) pirmakursiy, po renginio —
tik 79 % (158 i$ 200) pirmakursiy. Tikrinsime hipoteze, ar renginys turéjo
jtakos nuomonés pasikeitimui, t. y. ar pasikeitimy i$ teigiamos j neigiama ir
i$ neigiamos | teigiamga tikimybés vienodos (m,, = m,,) su alternatyva m, #
7,;. Maknamaro x* kriterijaus statistika lygi:

_(b=c|-D* _(22-8|-1)° (13)* 169

Mcy? =—=5,63; p<0,025.
b+c 22+38 30 30

Kadangi p < 0,025< 0,05, nulin¢ hipoteze atmetame ir tvirtiname, kad ren-
ginys turéjo jtakos nuomonei pasikeisti: reik§mingai daznesné permaina i§
teigiamos nuomonés j neigiama negu atvirksciai.

7.6. Nominaliyjy kintamujy rySio matai

Naudodami x? kriterijy, 7.3-7.4 skyriuose tikrinome hipotezes apie dviejy
kokybiniy kintamuyjy ry$io (association) buvima ar nebuvima. Be to, tyréjui
nepakanka vien konstatuoti ry$j tarp kintamuyjy, ji domina ir sarysio tarp
kintamuyjy stiprumas (relationship). Todél reikalingi kokybiniai kintamuyjy
ry$io stiprumo rodikliai. Siame skyriuje pateiksime keletg rysio tarp nomi-
naliyjy kintamyjy maty. Visiems pateiktiems rysio matams galioja taisyklé:
kuo jie didesni absoliuciu dydziu, tuo stipresnis rysys tarp kintamuyjy.

Rysio tarp kokybiniy kintamyjy buvimg ar nebuvimg konstatuojame rem-
damiesi x* statistikos reik$me. Taciau x* reik§mé (7.1) labai priklauso nuo
imties didumo: x? kriterijus, jei n labai didelis, fiksuos net labai nezymy
dazniy procentinj skirtuma; jei n nedidelis, tuomet tik esant gana ryskiems
procentiniams dazniy skirtumams, x* kriterijumi konstatuosime rysj tarp
kintamuyjy (H, atmetima).

7.7 pavyzdys [6, 153 p.]. Tirta kraujo testo rezultato (jgyjamos reiksmés:
teigiamas, neigiamas) priklausomybé nuo lyties. Studijoje dalyvavo 20 000
asmeny: 10 000 vyry ir 10 000 motery; rezultatai pateikti 7.11 lenteléje. Ana-
logiska tyrima atliko ir magistrantiros studijy studentai. Jy organizuotoje
studijoje dalyvavo 200 asmeny: 100 vyry ir 100 motery; tyrimo rezultatai
taip pat pateikti 7.11 lenteléje.

Skai¢iuodami x? statistika, didelés studijos atveju gavome x* = 32, atitinka-
ma p reik§mé yra mazesné nei 0,0001. Taigi galime tvirtinti, kad kraujo ty-
rimo rezultatai reik§mingai priklauso nuo lyties. Skai¢iuodami ¥ statistikg
nedidelés studijos atveju, gavome x? = 0,32, atitinkama p reik§meé lygi 0,572.
Todél remdamiesi §ios studijos rezultatais, negalime tvirtinti, jog kraujo tes-
to rezultatai priklauso nuo lyties.
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7.11 lentelé. Kraujo testo rezultaty pasiskirstymas pagal lytj

Lytis
Testo rezultatas Vyrai Moterys
N % N %
Nedidelés apimties studija (n = 200)
Teigiamas 52 52 48 48
Neigiamas 48 48 52 52
Didelés apimties studija (n = 20 000)
Teigiamas 5200 52 4 800 48
Neigiamas 4800 48 5200 52

Rysio tarp nominaliyjy kintamuyjy stiprumui vertinti naudosime y, Krame-
rio V, kontingencijos, Julo, Gudmano-Kruskalio A bei entropijos koeficien-
tus. Siais koeficientais galima vertinti ir sarysj tarp tvarkos bei dvinariy
kintamyjy, tac¢iau minéti koeficientai dazniausiai vartojami nominaliyjy
kintamuyjy atveju.

Koeficientas y (phi). Jis apibréZiamas: y = Ny /n. Y daZniausiai nau-
dojamas 2x2 lenteléje, nes didelés apimties lentelés atveju y gali virsyti 1.
2x2 lentelés atveju y lygus:

Vo=Alx/n= | ad — be (7.4)

Ja+b)crdybrdya+c)

Koeficientas y (7.4) kinta nuo 0 iki 1. Jei kintamieji visiSkai priklausomi
(b=0,c=0), tada y = 1. Jei x> artimas 0, tuomet ir y artimas 0.

7.7 pavyzdyje kraujo testo priklausomybé nuo lyties vertinta naudojant di-
delés (n = 20 000) ir mazos (n = 200) apimties studijos duomenis. x* reiks-
meés gautos 32 ir 0,32, tac¢iau abiem atvejais y lygus 0,04:

W =4+/32/20000 = /0,32/200 = 0,04.

Julo asociacijos koeficientas Q (Yules Q) naudojamas 2x2 lentelés atveju.
Jis lygus:
_ad—bc
ad + bc
Q kinta nuo -1 iki 1. Visada |Q| < . Q tinka vertinti tiek nominaliyjy, tiek
tvarkos kintamuyjy ry$io stipruma.

Kontingencijos koeficientas (contingency coefficient Pearson’s C):

C=y1"/(¢> +n)-
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Ckinta nuo 0 iki 1. Maksimalig reik§me 1 pasiekia tik dideléms lenteléms. Kai
kurie tyréjai jj rekomenduoja taikyti tik 5x5 bei didesnés apimties lenteléms.

Kramerio V koeficientas (Cramer’s V):
2

:—X .
nmin(r —1,c —1)

V kinta nuo nulio iki 1. 2x2 lenteléje V lygus y2.

Visy minéty koeficienty, susijusiy su x* statistika, trakumas - sudétinga jy
tikimybiné interpretacija. Gudmano-Kruskalio A bei entropijos koeficienty
tikimybiné interpretacija pateikiama nesunkiai.

Gudmano-Kruskalio (Goodman-Kruskal) A. Jis naudojamas visiems ko-
kybiniams kintamiesiems. A parodo, kiek sumazéja vieno kintamojo klasi-
fikacijos santykiné klaida, Zinant kito kintamojo kategorijg. Sio rysio mato
skai¢iavimg paaiskinsime pavyzdziu. 7.12 lenteléje pateikti duomenys apie
psichiatriniy ligoniy diagnozés pasiskirstyma pagal socialine klase [4, 56 p.].
Reikia jvertinti, kiek pacienty socialinés klasés nustatymas padeda progno-
zuoti diagnoze.

Dazniausiai pasitaikanti tirto ligoniy kontingento diagnozé — depresija. Sios
diagnozeés klaida vertinama dydziu:
P, =1 - P(pacientas serga depresija) = 1 - 91/284 = 0,68.

7.12 lentelé. Psichiatriniy ligoniy diagnozés pasiskirstymas pagal socialing klase

Diagnozé (kintamasis Y)
Neurotiniai | Sergantys Turintys Sizofrenikai | I viso
depresija | asmenybés problemy
Socialiné klase 1 45 25 21 18 109
(kintamasis X) 2 10 45 24 22 101
3 17 21 18 18 74
I§ viso 72 91 63 58 284

Sakykime, ligonio socialiné klasé yra zinoma. I$ 1 socialinés klasés ligoniy
daugiausia buvo neurotiniy, todél $ios diagnozés klaidos tikimybe galima
vertinti dydziu:

p1 =1 — P(ligonis i$ 1 socialinés klasés neurotinis) = 1 - 45/109 = 0,59.

Analogiskai, 2 ir 3 socialinés klasés ligoniy dazniausios diagnozés klaidos
tikimybeé, zinant paciento socialine klase, jvertinama taip:

P, =1 - P(ligonis i$ 2 socialinés klasés serga depresija) = 1 — 45/101 = 0,55;
ps =1 — P(ligonis i§ 3 socialinés klasés serga depresija) = 1 - 21/74 = 0,72.
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Klaidingos dazniausios diagnozés tikimybés jvertis, Zinant paciento socia-
ling klase, yra:

P, = p, xP(ligonis i$ 1 socialinés klasés) + p, xP(ligonis i$ 2 socialinés kla-
sés) + p; P(ligonis i$ 3 socialinés klasés) = 0,59x109/284 + 0,55x101/284 +
0,72x74/284 = 0,61.

Matyti, kad, zinant paciento socialine klase, sumazéja dazniausiai pasitai-
kancios diagnozés klaidos tikimybés jvertis nuo 0,68 iki 0,61. Santykinis
dazniausios diagnozés (Y) klaidos sumazéjimas, zinant socialine klase (X),
jvertinamas dydziu:

Ay = (P, - P,)/P, = (0,68 - 0,64)/0,68 = 0,103.

Ay yra Gudmano-Kruskalio koeficientas, vertinantis kintamojo Y dazniau-
sios kategorijos klaidingos prognozés tikimybés santykinj sumazéjima zi-
nant kintamojo X kategorijg. Bendru atveju Ay skai¢iuojamas:

r
B ZH max ,(n;)—max (n,;) .

Ay
n—max (n,;)

Santykinis dazniausios socialinés klasés prognozés klaidos sumazéjimas, zi-
nant diagnoze, skai¢iuojamas analogiskai:
c
zj:l max, (n,.j) —max,(n,,)

Ay
h—max, (ni+)

Koeficientai Ay ir Ax naudojami tuomet, kai vieng kintamajj galime laikyti
nepriklausomu (faktoriumi), kitg - priklausomu (atsaku). Jie kinta tarp 0
ir 1. Jei vienas kintamasis neturi jtakos kitam, tuomet Ay ir Ay yra artimi 0.
Bendrg klasifikacijos klaidos sumazéjima vertiname koeficientu A:

r c
~ Zi:] max (n,)+ ZH max, (n,) —max ;(n, ;) —max,(n,,) ‘

2n—max (n,;)—max,(n,)

A

7.12 lentelés duomenimis, koeficientas A lygus:

A =[(45 + 45 + 21) + (45 + 45 + 24 + 22) — 91 — 109]/(2x284 - 91 - 109) =
0,128.

Entropijos koeficientas (uncertainty coefficient, entropy coefficient) UC.

UC pagristas entropijos savoka. Jis parodo santykinj priklausomo kintamo-
jo entropijos sumazéjima, zZinant nepriklausomo kintamojo kategorija. Ana-
logiskai koeficientui A, UC skai¢iuojamas:
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UC(Y) = [H(X) + H(Y) - HXY)]/H(Y) - Y - priklausomas kintamasis;
UC(X) = [H(X) + H(Y) - HXY)]/H(X) - X - priklausomas kintamasis;
¢ia H(X) = _z::1 (n,, /n)In(n,, /n) - kintamojo X entropija;
H(Y)= _ijl (n,;/n)In(n,; /n) - kintamojo Y entropija;
H(XY)=="_ Z; (n,; /n)In(n, /n) - kintamojo (X, Y) entropija.

Vertinant vieno kintamojo entropijos sumazéjima ir zinant kito kintamojo
kategorija bei neatsizvelgiant i priklausomybe, naudojamas entropijos koefi-
cientas UC:

UC=2[H(X) + H(Y) - HXY)]/[H(X) + H(Y)].
7.12 lentelés duomenimis, UC(X) = 0,0515, UC(Y) = 0,0408, UC = 0,0455.

7.7. Tvarkos Kkintamuyjy rySio matai

Tarkime, X ir Y yra tvarkos kintamieji, t. y. tiek X, tiek Y jgyjamas reik§mes
galima kiekybiskai palyginti tarpusavyje. Tvarkos kintamuyjy rysio stiprumo
laipsnis vertinamas suderinty ir nesuderinty pory skirtumu. Sakoma, kad
dvi kintamyjy reik$miy poros (x; y;) ir (x; y;) yra suderintos (concordant),
jei skirtumai x; - x; ir y; - y; turi vienodg zenklg: arba x; < x; ir y; < y; arba
x; > x;ir y; > ;. Analogiskai, reikSmiy poros (x; y;) ir (x; y;) yra nesuderintos
(discordant), jei x; < x; ir y; > y; arba x; > x; ir y; < y;. Pazymékime P - sude-
rinty pory skaiciy porinéje dazniy lenteléje, Q — nesuderinty pory skaiciy
porinéje dazniy lenteléje.

P ir Q skai¢iavimg iliustruosime pavyzdziu. 7.13 lenteléje pateikti duome-
nys apie polinkio j savizudybe laipsnio pasiskirstymg pagal depresijos kla-
s¢ [4, 132 p.]. Sio tyrimo duomenims apskai¢iuosime suderinty pory skaiciy
P ir nesuderinty pory skaiciy Q.

7.13 lentelé. Polinkio j savizudybe laipsnio pasiskirstymas pagal depresijos klases

Depresijos skalé (kintamasis Y)

<20 20-29 30-39 >39 1§ viso
Polinkio j savizudybe laipsnis 1 10 14 8 2 34
(kintamasis X) 2 2 4 7 2 15
3 5 9 11 17 42
I$ viso 17 27 26 21 91

Suderinty pory skaicius P skai¢iuojamas taip: paeiliui imamos visos porinés
dazniy lentelés gardelés ir jose esantys dazniai dauginami i§ dazniy, esanciy
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$ios gardelés desinéje ir apacioje. Po to visos sandaugos sudedamos. Garde-
lés, esancios tame paciame stulpelyje ar eilutéje, ignoruojamos. 7.13 lentelés
duomenimis, suderinty pory skaic¢ius lygus:

P=10x(4+7+2+9+11+17)+ 14x(7 +2 + 11 + 17) + 8x(2 + 17) +
2%(9 + 11 + 17) + 4x(11 + 17) + 7x17 = 1475.

Nesuderinty pory skai¢ius Q nustatomas analogiskai: visose lentelés gar-
delése esantys dazniai dauginami i§ dazniy, esanciy kairéje ir vir§uje. Po to
visos sandaugos sudedamos. Gardelés, esancios tame paciame stulpelyje ar
eilutéje, ignoruojamos. 7.13 lentelés duomenimis:

Q=14x(2+5) +8x(2+4+5+9) +2xQ2+4+7+5+9+11) +4x5+
7x(5+9) +2x(5+9 + 11) = 502.

Pazymékime X, ir Y, — kintamojo X ir Y didéjimy skaiciy. X (Y;) skai¢iuo-
jamas taip: paeiliui imami dazniai ir dauginami i$ tos pacios eilutés (stulpe-
lio) dazniy, esanciy desinéje (apacioje). Po to visos sandaugos sudedamos.
7.13 lentelés duomenimis:

Xo=10x(14 + 8 +2) + 14X(8 + 2) + 8x2 + 2%x(4 + 7 42) + 4x(7 + 2) + 7x2 +
5%(9+ 11+ 17) + 9x(11 + 17) + 11x17 = 1096

1r

Y, = 10x(2 + 5) + 2x5 + 14%x(4 + 9) + 4x9 + 8x(7 + 11) + 7x11 +
2x(2 +17) +2x17 =591.

Tvarkos kintamuyjy rysio stiprumui vertinti naudojami Kendalo T, ir T,
Gudmano-Kruskalio y, Somero d koeficientai.

Kendalo 7, ir 7, (Kendall’s tau statistics, tau b, tau c). Sios statistikos, ver-
tinancios rysio tarp dviejy tvarkos kintamuyjy stiprumg, remiasi suderinty ir
nesuderinty pory skirtumu K = P - Q. 1, ir T, yra lygus:

(7.5)

_2K
o //<P+Q+X0>(P+Q+Yo>’

—2mK — i
T, Az (m—1y m = min(r, ¢).

T, ir T, kinta nuo -1 iki 1. Jy trakumas - neaigki tikimybiné interpretacija.

Pagal apibrézimg, (7.5) formuléje esantys P, Q, X, ir Y| yra atsitiktiniai dy-
dziai, taigi 1, ir T, taip pat yra atsitiktiniai. Jy kitimui vertinti statistiniuose
paketuose (SPSS, SAS) pateikiamos ir (7.5) jverciy standartinés paklaidos.
Jei tarp kintamyjy X ir Y ry$io néra, dideliam # 1, ir t. skirstinys yra norma-
lusis su lygiu 0 vidurkiu ir dispersija, priklausanéia nuo #.
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Pagal 7.13 lentele:
T, =2(1475 - 502)/\/(1475 +502 +591)(1475 + 502 +1096) = 0,69,
T, =2x3(1475-502)/(2(91)*) = 0,35.

Gudmano-Kruskalio y (Goodman and Kruskal’s gamma). Jis lygus:
y=K/(P+ Q).

y = 1, jei nenuliniai dazniai yra tik diagonaléje, einancioje i$ virsutinio kai-
rio kampo j apatinj desinj (7.1 a pav.), t. . jei didéjant X, didéjair Y.y = -1,
jei nenuliniai dazniai yra tik diagonaléje, einancioje i$ apatinio kairio kam-
po i virsutinj desinj (7.1 b pav.), t. y jei didéjant X, Y mazéja. Jei X ir Y yra
nepriklausomi, tuomet y artimas 0, nes kai X ir Y yra nepriklausomi, P ne-
daug skiriasi nuo Q.

a) b)
Y Y
15 0 0 0 0 15
X 0 15 0 X 0 15
0 15 15 0

7.1 pav. Kintamyjy X ir Y rysys: y =1 (a); y = -1 (b)

y interpretuojamas kaip tikimybés, kad X panasusj Y, ir tikimybés, kad X ne-
panasus j Y, skirtumas. Pagal 7.13 lentele y = (1475 - 502)/(1475 + 502) =
0,49.

2x2 lentelés atveju (7.3 lentelé) turime P = ad, Q =bc, 0y = (ad - bc)/(ad + bc);
t. y. koeficientas y sutampa su Julo asociacijos koeficientu.

Somero koeficientas d (Somer’s d). Sakykime, X — nepriklausomas (fakto-
rius), Y - priklausomas kintamasis (atsakas). Ry$ys tarp X ir Y vertinamas
koeficientu

dyx=K/(P+Q +Yy).

Analogiskai, dyxy = K/(P + Q + X,) (X - atsakas, Y - faktorius).

dyy tikimybiné interpretacija analogiska y. Tarp 1, ir d koeficiento yra tei-
singa priklausomybé: (1,)? = dyyxdyy. Pagal 7.13 lentele: dy, = (1475 - 502)/
(1475 + 502 + 1096) = 0,32.

Matyti, kad polinkio j savizudybe laipsnio priklausomybe nuo depresijos
laipsnio vertinant koeficientais 1, T, y ir dyy, konstatuojama teigiama pri-

klausomybé, nors koeficienty reiksmés gana skirtingos. Todél galima daryti
i$vada, jog, didéjant depresijos laipsniui, didéja polinkis j savizudybe.
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7.8. Daugiamatés dazniy lentelés

Analizuojant susirgimo ar kitos patologijos priezastis, susiduriama ne tik su
vieno, bet ir su keliy kokybiniy rodikliy jtaka susirgimui. Sakykime, tirtos
dviejy amziaus grupiy - 40-64 m. ir 65-74 m. - ligoniy iSeitys (miré, i§gy-
veno) po miokardo infarkto per 90 dieny, priklausomai nuo metoprololio
vartojimo. Sio tyrimo rezultatai pateikti 3 matavimais — 2x2x2 dazniy len-
tele (7.14 lentelé), gauta sujungus dvi 2x2 dazniy lenteles.

7.14 lentelé. 40-64 m. ir 65-74 m. ligoniy iseitys po miokardo infarkto
per 90 dieny pagal metoprololio vartojimg

Amzius Metoprololio Miré ISgyveno
vartojimas

40-64 m. metoprololis 21 443
placebas 26 427

65-74 m. metoprololis 19 235
placebas 36 208

Analogiskai sudaromos rxcxm ir didesniy matavimy lentelés. Analizuojant
3 ir daugiau matavimy lenteliy duomenis, tikrinama hipotezé apie visy kin-
tamyjy bendra nepriklausomuma, salyginj nepriklausomuma (fiksuojant
vieno kintamojo kategorija) bei dazniy ir atskiry kintamyjy reik$miy rysj
(naudojami logtiesiniai modeliai).
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8 SKYRIUS

Rizikos vertinimas
epidemiologinése studijose

8.1. Kintamieji epidemiologinése studijose

Nagrinéjant priezastinj rysj epidemiologijoje, susiduriama su dvejopo po-
budzio kintamaisiais:

kintamuoju, apibadinanciu veiksnio, sukelian¢io neigiamg poveikj indi-
vidui, buvimg arba veiksnio stiprumo laipsnj. Jis vadinamas nepriklau-
somu kintamuoju (independent variable), arba faktoriumi (explanatory
variable, factor);

kintamuoju, apibiidinanciu kokybinj atsaka j veiksnio sukeltg nepalan-
ky poveikj. Jis vadinamas priklausomu kintamuoju (dependent variable),
arba atsaku (outcome).

Priklausomas kintamasis dazniausiai konstatuoja susirgimo, mirties ar kito
nepalankaus jvykio buvima ar nebuvimg. Nepriklausomas kintamasis, nu-
sakantis poveikj, pavyzdziui, sergamumui, gali bati:

mitybos faktorius (dieta, tam tikro produkto vartojimas);

aplinkos tar$os faktorius (radiacija, oro, vandens tar$a);

elgsenos faktorius (rikymas, alkoholio vartojimas);

fiziologinés charakteristikos (cholesterolio kiekis ar aukstas arterinis
kraujospudis);

amzius;

medicininé intervencija (vaisty vartojimas, skiepai, operacija) ir kt.

Nepriklausomas kintamasis apskritai gali buti tiek kokybinis, tiek kiekybinis.

Paprasciausias epidemiologinio tyrimo atvejis — nagrinéjamas rizikos veiks-
nio (RV) poveikis sergamumui ar kitam nepalankiam jvykiui. Cia nepriklau-
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somas kintamasis — (RV yra, RV néra) ir priklausomas kintamasis (serga,
neserga) yra dvinariai. Tokio epidemiologinio tyrimo rezultatai pateikiami
2x2 porine dazniy lentele (8.1 lentelé).

8.1 lentelé. Standartiné 2x2 poriné dazniy lentelé, sudaroma vertinant rysj tarp
susirgimo ir RV

SUSIRGIMAS
Yra Néra 18 viso
RIZIKOS Yra a b a+b
VEIKSNYS Neéra c d c+d
1§ viso a+c b+d a+b+c+d

Lentelés paaiskinimai:

a = sergantys ir turintys RV individai;

b = nesergantys ir turintys RV individai;
¢ = sergantys be RV individai;

d = nesergantys be RV individai;

a + b = visi individai, turintys RV;

¢ + d = visi individai be RV;

a + ¢ = visi sergantys individai;

b + d = visi nesergantys individai;

a+ b + ¢ + d = visi studijoje dalyvave individai.

Siy duomeny statistinis modelis — dvimatis diskretusis atsitiktinis dydis,
kurio skirstinio parametrai — nezinomos tikimybés m; (8.2 lentelé): m;; -
tikimybé, kad individas turi RV ir serga; m;, - tikimybé, kad individas turi
RV ir neserga; m,, ir m,, - tikimybés, kad be RV individas serga ir neserga.
Kohortinéje studijoje, kurioje individai atsitiktinai atrenkami i§ populiaci-
jos su RV ir be RV, o po to nustatomas susirgimas, salyginé tikimybé ;=
711/ (7 + 7y,) yra susirgimo tikimybé populiacijoje su RV, o 1, = 1,,/(7,; +
Ty,) — susirgimo tikimybé populiacijoje be RV. Atvejo-kontrolés studijoje,
kai daroma atranka i§ serganciy ir neserganciy populiacijos, salygineés tiki-
mybés 7, ir 7, néra susirgimo tikimybés populiacijose atitinkamai su RV
ir be RV. Cia salygines tikimybes m,,/(1t;; + 7,;) bei m,,/(m;, + 7,,) galima
interpretuoti kaip RV tikimybe serganciy ir neserganciy populiacijoje.

8.2 lentelé. Jungtinis (X, Y), vienmatis X ir Y skirstinys (2.8 skyrius)

Serga Neserga I§ viso
Yra RV Ty T, Ty
Néra RV Ty T Ty
I$ viso T ) 1,0
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Nepriklausomas kintamasis gali turéti ir daugiau negu dvi reik§mes (pvz., ne-
rtko, riké anksciau, riko ir t. t.). Tokiu atveju jo ir susirgimo priklausomy-
bés tyrimo rezultatai pateikiami rx2 porine dazniy lentele.

Vertinant ry$j tarp atsako ir faktoriaus, pavyzdziui, tarp susirgimo ir rizi-
kos veiksnio buvimo ar nebuvimo, epidemiologams aktualu atsakyti i $iuos
klausimus:

o nustatyti, ar RV buvimas padidina sergamuma;

+ jvertinti susirgimo rizikos laipsnj, atsiradusj dél RV buvimo (kad baty
galima palyginti atskiry faktoriy jtaka).

Pirmo punkto uzdavinys - kokybiniy kintamyjy nepriklausomumo nusta-
tymas — pateiktas 7.3-7.4 skyriuose. Siam tikslui naudojamas y? kriterijus
bei tikslus Fiserio kriterijus. Antro punkto uzdavinys — kokybiniy kintamy-
jy rysio stiprumo skai¢iavimas (7.6-7.7 skyriai). Ta¢iau 7.6-7.7 skyriuose
pateikty rysio stiprumo rodikliy reik§més nenusako tam tikro pozymio
buvimo sukeltos rizikos susirgimui, todél Siame skyriuje pateiksime speci-
finius epidemiology bei klinicisty rizikos jvercio rodiklius. Epidemiologiné-
se studijose priezastiniam ry$iui tarp faktoriaus ir atsako nustatyti ir rysio
stiprumui vertinti naudojamos tikimybiy 7; funkcijos. Priezastinio rysio
epidemiologijoje analize¢ pirmiausia sunkina tai, kad vienu metu atsaka vei-
kia keletas nepriklausomy faktoriy. Be to, egzistuoja ir $iy veiksniy tarpu-
savio sgveika. Pavyzdziui, Zinoma, jog hipertenzija salygoja amzius ir lytis.
Siy faktoriy tarpusavio saveika pasireiskia tuo, kad 50 m. ir jaunesniems
asmenims - hipertenzija daznesné vyrams, o vyresniems nei 50 m. asme-
nims - hipertenzija budingesné moterims. Antra, sunku nustatyti tar$os lygj
ar trukme, kuriuos galétume laikyti rizikos veiksniu susirgimui.

8.2. Rizikos jverciai kohortinéje ar prospektyvinéje studijose

Kohortinéje ar prospektyvinéje studijose individams, turintiems fakto-
riaus X (uzterStumo lygio, rizikos veiksnio) i-taji lygj, salyginé tikimy-
bé 7, (2.8 skyrius) yra tikimybé susirgti esant faktoriaus i-tajam lygiui, o
(Mg 1 = my) — sergamumo salyginis skirstinys. Matome, kad $is skirstinys
visidkai nusakomas tik salygine tikimybe m;;. Todél salyginé tikimybé m;,
vadinama susirgimo rizika. Susirgimo rizikos jvertis yra proporcija (santy-
kinis daznis) p,; = n;/n,,; ¢ia n;y, n, — serganciy ir neserganciy individy su
faktoriaus X i-tuoju lygiu, skaicius, n,, = n;, + n;,. Toliau §j jvertj vadinsime
tiesiog rizika. Sakykime, tarp uzterstoje zonoje gyvenanciy asmeny a serga,
b neserga. Atitinkamai neuZterstoje zonoje serga c ir neserga d asmeny. Tuo-
met susirgimo rizika uzterstoje zonoje yra:
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Ry =al(a+b)=py,
rizika neuzterstoje zonoje: Rz, = c/(c + d) = py 5.

Riziky skirtumas. Lyginant pagal sergamumg dvi kintamojo X kategorijas,
sakykime, i ir 1, naudojamas proporcijy arba riziky skirtumas r,;; - m,,. Sio
skirtumo jvertis - riziky skirtumas, dar vadinamas absoliu¢iu rizikos su-
mazéjimu (absolute risk reduction, ARR), arba atributine rizika (attributable
risk, AR). Atributiné rizika (riziky skirtumas) lygi p; - p» jos standartiné
paklaida \/pui (A=py)/n, + py, (1= py)/ my,

2x2 lentelés atveju turime py|, = a/(a +b), p;, = c/(c + d), todél riziky skirtu-
mas, arba absoliutus rizikos sumazéjimas, yra:

ARR =a/(a +b) - c/(c + d). (8.1)

Jei faktorius jgyja dvi reik§mes — uztersta, neuztersta — tuomet ARR lygi ser-
gamumo uzterstoje ir neuzterstoje aplinkoje skirtumui: ARR=R,;; = R, ...z
Riziky skirtumas padeda palyginti sergamumo (ar kito nepalankaus jvy-
kio) daznumg dviejose populiacijose, pavyzdziui, gyvenanciy uzterstoje ir
neuzterstoje aplinkose, vartojusiy vaisto ir jo nevartojusiy. ARR standartiné
paklaida se(ARR) 2x2 lentelés atveju yra se(ARR) = /ab /(a+b)’ +cd /(c +d)’.
Kai studijos apimtis ganétinai didelé, ARR skirstinys artimas normaliajam.
Todél ARR pasikliautinieji intervalai yra ARR * z(,p); se(ARR).

8.1 pavyzdys. Randomizuotoje prospektyvinéje HOPE studijoje [7] tirtas
ramiprilio efektas kardiovaskulinio jvykio (CV) dazniui. | studijg jtraukti
pacientai stebéti 5 metus. Ramiprilio efektas tirtas lyginant CV proporcijas
ramiprilio ir placebo grupése. Tyrimo rezultatai pateikti lenteléje:

CV jvyko CV nejvyko
Ramiprilio grupé (n = 4645) 651 3994
Placebo grupé (n = 4652) 826 3826

Santykinis CV daznis, arba rizika, ramiprilio grupéje lygi 651/4645 = 0,1402
(14,02 %). Atitinkamai CV rizika placebo grupéje: 826/4652 = 0,1776
(17,76 %). Absoliutus riziky skirtumas lygus:

ARR =0,1776 - 0,1402 = 0,0374 (3,74 %).

Atlikto tyrimo duomenimis, ramiprilio vartojimas 3,74 % sumazina kardio-
vaskulinio jvykio per 5 metus rizika. ARR standartiné paklaida lygi:

se(ARR) = 1/651x 3994 /(4645)" +826 x 3826 /(4652)° = 0,00756,
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ARR pasikliautinasis intervalas: 0,0374 * (0,00756)2 = 0,0374 + 0,0148,
arba [0,02256; 0,05224].

Prospektyvinése studijose, skirtose gydymo efektui tirti, naudojamas rodik-
lis NNT = 1/ARR - atvirkstinis ARR dydis (number need to treatment). NNT
rodo, kiek pacienty turéty priklausyti poveikio (treatment) (vartojusiy vais-
to) grupei, kad vaisto vartojimas uzkirsty kelig 1 nepalankiam jvykiui (su-
sirgimui). 8.1 pavyzdyje NNT lygus:

NNT =1/0,0374 = 26,7.

Taigi, HOPE studijos duomenimis, i§ ramiprilio vartojusiy 27 pacienty
5 mety laikotarpiu turéty bati 1 CV maziau negu i$§ 27 pacienty, nevarto-
jusiy ramiprilio.

Santykiné rizika (risk ratio, RR). Riziky skirtumas neatspindi, kiek rizika
pakito, palyginti su pradine (sergamumu). Pavyzdziui, skirtumas tarp 0,001
ir 0,01 bei 0,401 ir 0,41 vienodas, tadiau pirmu atveju pokytis kelis kartus di-
desnis uz pradine rizika, antru atveju pokytis sudaro tik 0,009 % pradinés ri-
zikos (0,401). 2x2 lenteléje santykiné rizika yra salyginiy tikimybiy santyKkis:

T[lll/ T[l‘z.

Santykiné rizika yra neneigiamas dydis. Jei santykineé rizika lygi 1 (1, = 11, ),
sergamumas nuo faktoriaus nepriklauso.

Santykinés rizikos jvertis RR lygus riziky santykiui:

_ al(a+b) _Pu
cl(c+d) P
RR kinta nuo 0 iki co. Jei nepriklausomas kintamasis jgyja dvi reiksmes

(RV yra, RV néra) ir RR > 1, tuomet individy su RV sergamumas yra dides-
nis, palyginti su individais be RV.

(8.2)

Kai individy, dalyvaujanciy epidemiologiniame tyrime, néra daug, RR gali
bati gerokai didesnis ar mazesnis uz 1, nors susirgimas abiejose veiksnio
kategorijose vienodai tikétinas (7, = m,),). Kadangi RR yra atsitiktinis dy-
dis, batina jvertinti jo patikimumg tikrinant nuline hipoteze ,RR = 1“ ar
skai¢iuojant RR pasikliautingjj intervala. Nustatyta, kad In(RR) asimptotinis
skirstinys yra normalusis. Todél, kai n gana didelis, skai¢iuojamas rizikos
santykio logaritmo pasikliautinasis intervalas:

In[a(c + d)/c(a + b)] + z;,p)p5e(In(RR)); (8.3)

¢ia P - patikimumas, se(In(RR)) yra In(RR) standartiné paklaida:

JVa-1/a+b)+1/c—1/(c+d).
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Todél RR pasikliautinasis intervalas gana dideliam » yra toks:

RRexp(+ zy,pyy/l/a—1/(a+b)+1/c—1/(c+d)).

Standartinam patikimumui P = 0,95, z(;,p), = Zp975 = 1,96. Jei a, b, ¢, d ma-
Zesni nei 5, skai¢iuojamas tikslus RR pasikliautinasis intervalas. PI skaiciuo-
jamas SPSS ar EPIINFO statistiniy programy paketais.

Pagal santykinés rizikos pasikliautingjj intervalg daroma i$vada, ar RV bu-
vimas reik$mingai didina susirgimo rizkg. Jei RR > 1 ir apatiné RR pasi-
kliautinojo intervalo riba virsija 1, tuomet m,; > 7, (arba ),/ ), > 1), t. y.
RV buvimas reik$mingai didina (su duotu patikimumu P) susirgimo rizika.
Jei apatinis pasikliautinojo intervalo rézis mazesnis nei 1, negalime priesta-
rauti teiginiui, kad 7}, = )5, t. y. RV buvimas susirgimo rizikos nedidina. Jei
veiksnys (faktorius) X jgyja reik$émes ,yra pozymis®, ,néra pozymio“ (vietoj
»yra RV¢ ,néra RV 8.1 lenteléje) ir RR < 1, tuomet, jei RR pasikliautinojo
intervalo vir$utinis rézis mazesnis uz 1, pozymio buvimas reik§mingai ma-
zina susirgimo rizikg (m;); < 7). Jei RR < 1 ir PI virutinis rézis didesnis
uz 1, priestarauti riziky lygybei néra pagrindo.

8.2 pavyzdys. 8.1 pavyzdyje nustatyta, kad kardiovaskulinio jvykio (CV)
rizika ramiprilio ir placebo grupése yra atitinkamai 0,1402 ir 0,1776. Siy
riziky santykis lygus RR = 0,1402/0,1776 = 0,789, taigi, HOPE studijos duo-
menimis, ramiprilio vartojimas 21,1 % mazina CV tikimybe. Rizikos santy-
kio logaritmo standartiné paklaida lygi:

se(In(RR)) = \[1/651—1/(4645) +1/826—1/4652 = 1/0,0023 = 0,048,

RR 95 % pasikliautinasis intervalas lygus 0,789xexp(£1,96x0,048) arba
[0,718; 0,867]. Abu pasikliautinojo intervalo réziai mazesni uz vieneta,
RR < 1, todél galima tvirtinti, kad ramiprilio vartojimas reik§mingai mazina
kardiovaskulinio jvykio per 5 metus rizika.

Tiek In(RR), tiek jo standartiné paklaida neapibrézti, kai a = 0 ar ¢ = 0. To-
dél vietoj santykinés rizikos jvercio (8.2) naudojamas pataisytas santykinés
rizikos jvertis RR:

RR* — (alla+b)+0.,5) .
(c/(c+d)+0,5)

Kai n ganétinai didelis, In(RR") skirstinj galima laikyti normaliuoju. Tuo re-
miantis nustatomas rizikos santykio logaritmo pasikliautinasis intervalas:

In(RR) + 21, p),((a+0,5) = (@ + b+ 0,5) + (c + 0,5)" - (c + d + 0,5)1) 2
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Santykiné atributiné rizika (attributable risk percent, attributable
fraction). Atributiné rizika (riziky skirtumas) neparodo, kiek pakito rizika,
palyginti su pradine. Todél rizikos poky¢iui vertinti skai¢iuojama santykiné
atributiné rizika AR %:
AR % = R = Roan 109 - RRT 400,

RR

uzt.

¢ia RR = R,;3/R, .z Rz R,eus — nepalankaus jvykio (susirgimo, mazo gimi-
mo svorio) rizika atitinkamai uzterstoje (RV yra) ir neuzterstoje (RV néra)
aplinkoje.

Populiacijos atributiné rizika (population attributable risk). Ji parodo,
kiek visoje populiacijoje padidéjo susirgimo rizika, dalyje populiacijos atsi-
radus rizikos veiksniui (pvz., aplinkos tarsai). Skai¢iuojama ir populiacijos
atributiné rizika PAR, ir populiacijos atributiné rizika procentais PAR %:

PAR = Ry, ~ Ry PAR 9% = S ~ R 15

bendr.
Pateiksime rizikos jverciy skai¢iavimo pavyzdj.
8.3 pavyzdys [8, 6 skyrius]. 1986 m. duomenimis, JAV pagal amziy stan-
dartizuotas vyry mirtingumas nuo plauciy vézio buvo 72,5 i§ 100 000 per
metus. Standartizuotas pagal amziy rakanciy vyry mirtingumas nuo plau-
¢iy vézio buvo 191 i§ 100 000 per metus, neritkancy - tik 8,7 i§ 100 000 per
metus. Remdamiesi pateiktais rodikliais, vertinsime rikymo sukeltg rizikg
mirtingumui nuo plaudiy vézio.
Salyginés susirgimo plauciy véziu tikimybés:
P11 = 191/100 000 (ritkanciy populiacijoje);
P12 = 8,7/100 000 (neriikanciy populiacijoje).
Atributiné rizika lygi: AR = 191/100 000 - 8,7/100 000 = 182,3/100 000.

Atributiné rizika procentais: AR % = (191 - 8,7)100/191 = 182 300/191
95,4 %.

Santykiné rizika: RR = (191/100 000)/(8,7/100 000) = 22.

Populiacijos atributiné rizika: PAR = 72,5/100 000 - 8,7/100 000
63,8/100 000;

PAR % = (72,5 - 8,7)100/72,5 = 88 %.

Remdamiesi skai¢iavimais, galime daryti i$vadg, kad rokymas padi-
dina mirtinguma nuo plauciy vézio 182,3/100 000 per metus (AR =
182,3/100 000). Mir¢iy nuo plaucio vézio sumazéty 95,4 %, jei nebuty
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rikoma (AR % = 95,4 %). Rakanciy vyry mirtingumas nuo plauciy vézio 22
kartus didesnis negu nertkanciy (RR = 22).

8.3. Rizikos vertinimas atvejo—kontrolés ir momentinéje
studijose. Rizikos santykis

Atvejo-kontrolés, momentinéje ar kohortinéje studijose rizikai vertinti api-
bréziamas $ansas — salyginiy tikimybiy santykis. Pazymékime (), — $ansas
susirgti populiacijoje su RV (X = 1):

Oy =140/ Ty = T/ T,

Analogiskai populiacijoje be RV (X = 0) $ansas susirgti yra:

Oy =1/ Ty,

Vietoj $anso susirgti galima skaiciuoti Sansa kitam nepalankiam jvykiui
(mazam gimimo svoriui, susirgimui atsinaujinti, sveikatai pablogéti).

Q, ir Q, santykis vadinamas rizikos santykiu (odds ratio), arba $ansy san-
tykiu, ir Zymimas 0: 6 = Q,/ Q,. Rizikos santykis apibréziamas per (X, Y)
jungtinio skirstinio tikimybes:

_ Ty, /T, _TtiTy

0

Ty /Ty TyTy,

0 kinta nuo 0 iki co. Jei 0 = 1, sergamumas nuo rizikos veiksnio X nepriklau-

so. Jei 0 < O <1, susirgimas labiau tikétinas antroje 8.1 lentelés eilutéje nei

pirmoje. Jei 0 > 1, susirgimas labiau tikétinas pirmoje (8.1) lentelés eilute-

je nei antroje. Rizikos santykis nuo santykinés rizikos skiriasi nezymiai, jei

Ty it 7y, néra didelés. Tarp rizikos santykio ir santykinés rizikos yra toks

rysys:

(Rizikos santykis) = (Santykiné rizika) (1 - m,,)/(1 = 1;).

0 jvertis yra:

6 —opole/m@d/n) _ad (8.4)
(b/n)(c/n) bc

OR vadinamas rizikos santykiu. OR neapibréztas, kai b = 0 arba ¢ = 0. Tuo-

met vietoj (8.4) jver¢io naudojamas pataisytas rizikos santykis:

OR* = [(a + 0,5)(d + 0,5)]/[(c + 0,5)(d + 0,5)].

Apskaic¢iavus OR, butina jvertinti jo reikSminguma. Tiek OR, tiek OR* lo-
garitmai turi asimptotinj normalyjj skirstinj. Todél gana dideliam n rizi-
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kos santykio logaritmo In(OR) pasikliautinasis intervalas skai¢iuojamas
analogiskai (8.3):

In(OR) * z(1,p),5e(In(OR));
¢ia se(In(OR)) = (1/a + 1/b + 1/c + 1/d)"2. OR pasikliautinasis intervalas, kai

P =0,95, yra: ORXexp(£1,96~/1/a+1/b+1/c+1/d). Jeia, b, ¢, d mazesni
nei 5, patartina naudoti SPSS ir EPIINFO statistiniais paketais skai¢iuojama

tiksly OR pasikliautingjj intervalg.

Jei bent vienas i$ dazniy a4, b, ¢, d lygus nuliui, tuomet vietoj jver¢io OR nau-
dojamas OR’, o jo standartiné paklaida ir pasiklautinasis intervalas skaiciuo-
jamas kaip OR jvercio atveju, tik prie dazniy a, b, ¢, d pridedama po 0,5.

I$vados apie OR reik§minguma, remiantis pasikliautinuoju intervalu, daro-
mos analogiskai iSvadoms apie santykine rizikg. Jei OR > 1 ir OR pasikliauti-
nojo intervalo apatinis rézis ne mazesnis uz 1, daroma i$vada, kad 6 > 1, arba
populiacijoje su RV $ansas susirgti reik§mingai didesnis nei populiacijoje be
RV. Jei pasikliautinojo intervalo apatinis rézis mazesnis uz 1, néra pagrindo
priestarauti, kad sergamumas nuo RV nepriklauso (0 = 1). Jei OR < 1 ir vir-
$utinis pasikliautinojo intervalo rézis ne didesnis uz 1, tuomet 0 < 1, arba
reik§mé X = 1 reik§mingai mazina Sansg susirgti, palyginti su X = 0.

Rizikos santykiu atvejo-kontrolés, kohortinéje ar momentinéje studijose
vertinama veiksnio jtaka susirgimui, letaliai baig¢iai ir pan. Klinikinio eks-
perimento studijoje veiksnio jtaka vertinama naudojant santykine rizika.

8.4 pavyzdys. Tirta amziaus jtaka letaliai baig¢iai po miokardo infarkto
30 pary laikotarpiu. Nustatyta, kad per 30 pary miré 9 (2,8 %), iSgyveno
315 ligoniy, turin¢iy 65 m. ir jaunesniy. Vyresniy nei 65 m. ligoniy miré 15
(11,2 %), iSgyveno — 119. Amziaus per 65 m. keliama rizikg mirciai 30 pary
laikotarpiu jvertinsime rizikos santykiu OR. Tyrimo duomenimis, a = 15;
b=119; c=9;d =315 (8.1 lentelés zyméjimai):

_ad _15x315 _

bc  9x119

Nustatéme, kad ligoniy, vyresniy nei 65 m., letalios baigties 30 pary laiko-

tarpiu Sansas 4,41 karto didesnis negu 65 m. ir jaunesniy. OR patikimumui
apskai¢iuosime 95 % pasikliautinojo intervalo ribas:

se(In(OR)) = (1/9 + 1/315 + 1/15 + 1/119)"/2 = (0,18936)"/2 = 0,435;

ORxexp(-1,96x0,435) = 4,41x0,426 = 1,88; ORxexp(1,96x0,435) =
4,41x2,346 = 10,35.

OR

b

Rizikos santykio 95 % PI yra [1,88; 10,35]; abi ribos vir$ija vienetg — taigi
rizikos santykis uz 1 reik§mingai didesnis.
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8.5 pavyzdys. Tirta jvairiy ligonio pozymiy jtaka letaliai baigc¢iai (LB) po
miokardo infarkto 30 pary laikotarpiu. 8.3 lenteléje pateiktas $iy pozymiy
(reik$meés yra, néra) rizikos santykis su 95 % pasikliautinaisiais intervalais.
I$ lentelés matyti, kad didZiausig rizikg LB sukélé priesirdziy arba skilveliy
virpéjimas — OR = 7,71. Reik$mingg jtakg LB turéjo ir amzius bei ST pa-
kilimas auksc¢iau kaip 3 mm - visy $iy rodikliy rizikos santykio PI ribos
virs$ija 1. Moteriskoji lytis ir laidumo sutrikimai nedidino LB rizikos, nes $iy
rodikliy rizikos santykis nuo 1 reikSmingai nesiskyré - vienetas pateko j PI
ribas.

8.3 lentelé. Ligoniy, persirgusiy MI, letalios baigties 30 pary laikotarpiu rizikos
santykis su 95 % pasikliautinaisiais intervalais

Pozymis OR 95 % PI

Moteriskoji lytis 1,33 0,54-3,29
Amzius > 65 m. 4,41 1,88-10,4
ST pakilimas > 3 mm 3,43 1,49-7,87
Priesirdziy ar skilveliy virpéjimas 7,71 3,26-18,3
Laidumo sutrikimai 1,24 0,85-1,81

Pagal sergamumg dviem kintamojo X kategorijoms, sakykime, i ir j, lyginti
naudojamas rizikos santykis tarp i-tos ir j-tos eilutés (8.1 pav.):

nyn;,

OR; =

;= (8.5)

npn g

Sis rizikos santykis parodo, kiek karty susirgimas labiau tikétinas i-tame fak-
toriaus X lygyje, palyginti su faktoriaus j-tuoju lygiu. Analogiskai (8.5) for-
mulei apibréziama ir santykiné rizika tarp i-tos ir j-tos eiluciy RR;. Ivados
apie OR;; (ar RR;) taip pat daromos remiantis pasikliautinaisiais intervalais.

RN S
X
N

il

8.1. pav. Rizikos santykis tarp i-tos ir j-tos eiluciy
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8.4. Rizikos analizé rx2 lenteléje

Vertindami veiksnio jtakg susirgimui ar kitam jvykiui, susiduriame ir su
atveju, kai veiksnj apibudinantis kintamasis yra ne dvinaris, o kiekybinis,
tvarkos ar nominalusis. Pavyzdziui, tiriant rikymo jtakg mirciai nuo ISL
5 mety laikotarpiu, pagal rakymo jtaka sveikatai ligonj galima chrakteri-
zuoti: nertko, riké anksciau, rako. Rikymg taip pat galima vertinti pagal
surikyty cigareciy kiekj. Pateiksime rizikos analizés pavyzdj.

8.6 pavyzdys. Tiriant amziaus jtaka letaliai baigciai po stacionarizacijos dél
miokardo infarkto ar nestabiliosios KA 1 mety laikotarpiu, konstatuota,
kad i$ ligoniy iki 60 m. per 1 metus miré 6,7 %, i§ 60-70 m. amziaus ligo-
niy - 9,7 %, vyresniy nei 70 m. ligoniy - 24,6 % (8.4 lentelé). Analogiskai,
i$ ligoniy, neturéjusiy ST pakilimo stacionarizuojant, miré 6,8 %, i$ ligoniy
su 2-5 mm ST pakilimu - 11, 8%, o i$ ligoniy, kuriy ST pakilimas virsijo
5 mm - 20 %. Abiem nagrinétais atvejais faktorius (veiksnys) yra tvarkos
kintamasis, gautas pertvarkius kiekybinj kintamajj i kokybinj. Mirusiy ir
iSgyvenusiy dazniy iSsidéstymas amziaus grupése ir ST pakilimo laipsniais
pateiktas 3x2 lentele (8.4 lentelé). Analizuojant §iy veiksniy jtaka mirsta-
mumui 1 mety laikotarpiu, aktualu jvertinti mirties rizikos augima didéjant
amziui ir ST pakilimo laipsniui.

8.4 lentelé. Ligonio amzZiaus ir ST pakilimo stacionarizuojant rizika letaliai
baigciai vieneriy mety po stacionarizacijos laikotarpiu

Kintamojo | Letali baigtis ISgyveno | Rizikos santykis | 95 % PI
Kintamasis | reik§meé N % N %
<60 m. 22 6,7 304 | 93,3 1,0
.. 60-70 m. 22 9,7 204 | 90,3 1,490 0,80-2,78
Amzius
>70 m. 14 24,6 43 75,4 4,499 2,14-9,45
néra 23 6,8 313 | 93,2 1,0
ST - 2-5mm 28 11,8 209 | 88,2 1,823 1,02-3,25
pakilimas
>5mm 7 20,0 28 | 80,0 3,402 1,34-8,63

Vertinant keliy lygiy (kategorijy) veiksnio jtaka sergamumui ar mirtingu-
mui, viena veiksnio kategorija, tarkime, iy, laikoma referentine ir jos rizika
ar $ansas prilyginamas 1. Jei veiksnys yra tvarkos kintamasis, referentine
dazniausiai laikoma maziausia (pirmoji), pvz., ,nertko", ,amzius < 60 m.”
Kity veiksnio kategorijy rizika ar susirgimo $ansas lyginami su rizika ar
$ansu, nustatytu referentinéje kategorijoje — skai¢iuojame RR;;, ar OR;;, su
pasikliautinaisiais intervalais. Referentine kartais nustatoma ir ta veiksnio
kategorija, kurioje daugiausia individy.
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8.4 lenteléje ir 8.2 pav. pateiktas mirties 1 mety po stacionarizacijos dél
MI ar NKA laikotarpiu rizikos kitimas pagal amziy ir ST pakilimo laips-
nj. Cia referentinés kategorijos — ,,amzius < 60 m. ir ,néra ST pakilimo®:
ip=1 (8.5 formuléje j = 1). Vertindami amziaus sukeltg rizikg, nustatéme
OR,, =1,49; OR;; = 4,5. Siuos rezultatus galime interpretuoti taip: 60-70 m.
ligoniy galimybé (rizika) mirciai 1 mety laikotarpiu po susirgimo MI ar
NKA yra 1,49 karto didesné nei jaunesniy negu 60 m. ligoniy. Taciau $is
rizikos padidéjimas néra reik§mingas, nes rizikos santykio pasikliautinojo
intervalo apatiné riba lygi 0,8 ir yra mazesné uz 1. Vyresniy nei 70 m. ligoniy
galimybé mirti 4,5 karto (ir reik$mingai, nes PI reik§més virsija 1) didesné
negu jaunesniy nei 60 m. ligoniy. Vertinant ST pakilimo stacionarizuojant
rizika, nustatyta, kad ST pakilimas 2-5 mm letalios baigties 1 mety laikotar-
piu galimybe didina 1,82 karto, ST pakilimas daugiau kaip 5 mm - 3,4 karto,
palyginti su ligoniais, neturéjusiais ST pakilimo.

10 7
9_
2 g
ESCE
= 6
172} 5'
2 47
N3
< 3 I !
1 o £ o
0
<60m. 60-70 m. >70m. néra 2-5mm >5mm
Amzius ST pakilimas

8.2 pav. Letalios baigties rizikos santykis su pasikliautinaisiais intervalais,
priklausomai nuo ligonio amziaus ir ST pakilimo laipsnio

8.5. Koreguotas rizikos santykis

Tiek rizikos santyKkis, tiek kiti rizikos rodikliai leidZia jvertinti vieno RV bu-
vimo jtaka susirgimui ar kitam dvinariam atsakui. Ta¢iau vienu metu atsa-
ka veikia ne vienas, o keli nepriklausomi faktoriai, todél aktualu jvertinti
atskiro RV sukeltg susirgimo rizika, izoliavus pasaliniy veiksniy jtaka. Tam
skai¢iuojamas koreguotas (standartizuotas) rizikos santykis (adjasted OR,
Mantel-Haenszel OR) ORy. Aptariant keliy faktoriy jtakg sergamumui, rizi-
kos santykis OR, apibréztas 8.3 skyriuje, vadinamas izoliuotu rizikos santy-
kiu (crude OR).
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Sakykime, visi tirti individai suskirstyti j grupes pagal kokybinio faktoriaus
X, reikSmes. Tegu faktoriaus X, i-tgjg reikSme turi a; serganciy individy su
RV, b; nesergan¢iy individy su RV bei ¢; ir d; serganciy ir neserganciy indi-
vidy be RV. Koreguotas rizikos santykis, izoliuojantis faktoriaus X, jtaka RV
sukeltai rizikai, skai¢iuojamas taip:

OR; = (Za’—d’j/[zb”?iJ n,=a;+b;+c¢;+d,.

i N i N

Paketu EPIINFO skaic¢iuojamas ir $io rodiklio pasikliautinasis intervalas.

8.4 lenteléje pateikti duomenys apie 15-24 m., 25-39 m. ir > 40 m. individy,
gyvenanciy dideléje bei mazoje oro tarSos zonoje, sergamuma bronchitu.
Ivertinsime oro tar$os sukeltg bronchito rizikg atmetus amziaus jtaka.

8.4 lentelé. Sergamumas bronchitu, priklausomai nuo oro tarsos amziaus grupése

.. y . Bronchitas
Amzius Oro tar$os lygis
Serga Neserga

aukstas 20 382

15-24 m. Zemas 9 214
aukstas 10 172

25-39 m. zemas 7 120
aukstas 12 327

>

=40 m. Zemas 6 183

Koreguotas pagal amziaus grupes rizikos santykis lygus:

_ 6,85+3,88+4,16
K 550+3,90+3,72

113

OR pasikliautinasis intervalas yra [0,84; 1,42]; taigi negalima tvirtinti, kad
aukstas oro tarsos lygis padidina sergamuma bronchitu.
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9 SKYRIUS

Koreliacine analize

Vienas i$ daugelio mediky-tyréjy uzdaviniy - nustatyti, jvertinti ir paais-
kinti ryj tarp ligonj charakterizuojanéiy klinikiniy rodikliy. Siame skyriuje
analizuosime gauty kiekybiniy kintamuyjy reik$miy tarpusavio sarysj ir jo
kiekybinius jverc¢ius, kuriais remiantis daromos i$vados ir apie paciy kin-
tamuyjy rysj (relationship). Taciau statistiniais metodais konstatuotas rysys
tarp kintamyjy nepaaiskina priezastinio rysio tarp jy - §j fakta reikia pagrjs-
ti ir mediko-tyréjo iSvadomis.

9.1. Dviejy kiekybiniy kintamujy rysSio aspektai

Fizikos moksluose tarp dviejy kintamyjy daznai konstatuojamas funkcinis
ry$ys. Pavyzdziui, tarp srovés ir jtampos esancig tiesing priklausomybe nu-
sako Omo désnis. Dél sudétingos zmogaus, kaip biologinés butybés, san-
daros nejmanoma aptikti funkcinio rysio tarp dviejy individa charakteri-
zuojanciy rodikliy. Tarp panasaus pobtidzio rodikliy stebimas tik statistinis
(tikimybinis) rysys. Pavyzdziui, 9.1 pav. pateikta 26 jauny sveiky suaugusiy
asmeny SAS ir DAS skaidos diagrama (3.4 lentelés duomenys). Diagramoje
pastebima: didéjant SAS, DAS reik§més taip pat didéja, t. y. tikétina, kad,
esant didesniam SAS, ir DAS bus didesnis. Tai ir yra statistinis rysys. Be to,
SAS ir DAS reik$meés iSsidésciusios arti tiesés — pastebima tiesinio didéjimo
tendencija.

Apskritai analizuojant nustatyty kiekybiniy rodikliy X ir Y reik§miy kitima
ir tarpusavio sarys$j, i$skiriami trys aspektai:

 tendencija;

o forma;
o rysio stiprumo laipsnis.

167
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88 1

DAS, mmHg st.

58

85 95 105 115 125 135 145
SAS, mmHg st.

9.1 pav. 26 jauny sveiky suaugusiy asmeny SAS ir DAS skaidos diagrama

Rysio tarp X ir Y tendencija - tai X ir Y kitimo pobudis: kaip kinta Y, didé-
jant ar mazéjant X. Pavyzdziui, didéjant X, 9.2 pav. (2) ir (3) pastebima Y
didéjimo, o (4) ir (5) — mazéjimo tendencija. Jei visoms X reik§méms rysio
tarp X ir Y tendencija vienoda, sakoma, kad tarp $iy kintamyjy yra monoto-
ninis rysys (9.2 pav.). Jei tiriamoje X reik$miy aibéje rysio tarp X ir Y reiks-
miy tendencija skirtinga, turime nemonotoninj ry$j. Nemonotoninio rysio
atvejis pateiktas 9.3 pav. — didéjant X, iki a tasko Y turi tendencija didéti
(netiesi$kai), o uz a tasko — mazeéti.

Statistinio rysio forma gali buti:

o tiesing;

o netiesiné (kvadratiné, eksponentiné, logaritminé).

Tiesiné ir netiesiné funkciné priklausomybé tarp kintamyjy X ir Y pateikta
9.4 pav.: (a) tiesiné; (b) netiesiné.

Skaidos diagrama analizuojant medicinos ar biologijos kiekybiniy kinta-
muyjy X ir Y reik$miy tarpusavio kitima, labai tikétinas vienas i§ 9.2 pav.
pateikty atvejy. Remdamiesi 9.2 pav. pavaizduotomis skaidos diagramomis,
galime daryti iSvada, kad:

1) rysio tarp X ir Y reik$émiy néra;

2) stebima tendencija: didéjant X, didéja ir Y;

3) beveik tiesinis rysys: didéjant X, didéja ir Y;

4) stebima tendencija: didéjant X, mazéja Y;

5) gana glaudus tiesinis rysys: didéjant X, mazéja Y;

6) tarp X ir Y reik§miy yra netiesinis rysys.

Nagrinéjant 9.2 pav. (2) ir (3) bei (4) ir (5) atvejus, pastebima vieno-
da (monotoniné) kitimo tendencija bei tiesiné rysio forma; skiriasi tik X
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ir Y rysio stiprumo laipsnis. 9.2 pav. (2) stebima tik kitimo tendencija, o
9.2 pav. (3) - jau beveik tiesinis rysys. Todél reikalingas rysio tarp kintamyjy
reik§miy glauduma vertinantis rodiklis, pagal kurj bty daroma i$vada apie
paciy kintamuyjy rysj bei nustatoma $io rysio stiprumo kiekybiné israigka.
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9.2 pav. Rysio tarp kiekybiniy kintamyjy atvejai:

1) tarp X ir Y rysio néra;

2) stebima tendencija: didéjant X, didéja ir Y;
3) beveik tiesinis rysys: didéjant X, didéja ir Y;
4) stebima tendencija: didéjant X, mazéja Y;

5) gana glaudus tiesinis rysys: didéjant X, mazéja Y;

6) tarp X ir Y yra eksponentinis rysys: didéjant X, Y didéja eksponentiskai
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9.3 pav. Nemonotoninis rysys (antro laipsnio polinomas) -
kai didéjant X, X<3, Y didéja (netiesiskai), o kai X>3 - Y maZéja

10,2 1 10 1
10 4 9
9,8 1 8
9,6 74
9.4 a 6 b
9,2 4 54
9 : 4
5 52 54 56 58 6 02 07 12 1,7 22 27

9.4 pav. Tiesiné (a) ir netiesiné funkciné priklausomybé (b) tarp kintamyjy

9.2. Koreliacijos sgvoka, koreliacijos koeficientas

Koreliacija suprantama kaip tiesinio rysio tarp kiekybiniy kintamyjy ana-
lizé. Statistiniy metody, skirty tiesinio monotoninio rysio tarp kiekybiniy
kintamyjy analizei, visuma vadinama koreliacine analize. Pagrindinis ko-
reliacinéje analizéje naudojamas rodiklis — koreliacijos koeficientas r, ap-
skai¢iuotas naudojant kintamyjy imties reik§mes. Aptarsime $io koreliacijos
koeficiento skai¢iavimo ir interpretavimo aspektus.

I$vados apie kiekybiniy rodikliy X ir Y tarpusavio ry$j remiasi gauty duo-
meny - dvimacio kintamojo (X, Y) imties (x;, y,), (x5, y,) ... (x,,, ¥,,) analize.
Siy reik$miy kitima bei i$sibarstyma plok§tumoje sunku paaiskinti priezas-
tiniu rysiu, todél daroma prielaida, kad (x,, y,) ... (x,,, ¥,,) yra nepriklausomi
dvimaciai atsitiktiniai dydziai, turintys tg patj tolydyjj populiacijos skirstinj.
Taigi dvimacio kintamojo (X, Y) statistinis modelis — dvimatis ats. d., todél
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ir tiesinis rySys tarp X ir Y turi bati vertinamas tiesinés priklausomybés tarp
atsitiktiniy dydziy rodikliu. Kaip minéta 2.9 skyriuje, tiesinés priklausomy-
bés tarp dviejy ats. dydziy matas - koreliacijos koeficientas tarp jy p. Tai
bedimensis dydis, kintantis nuo -1 iki +1. Pagal p reik§mes daroma i$vada
apie atsitiktiniy dydziy tiesine priklausomybe. Sakykime, p — koreliacijos
koeficientas tarp ats. dydziy & ir n. Jei p yra lygus 1 ar -1, tarp kintamyjy yra
tiesiné priklausomybé, kurig galima isreiksti lygtimi: n = a§ + b. Jeip = 1,
a >0 - didéjant §, didéjan; 9.4 pav. a); jei p = -1, - a < 0 - didéjant §, mazé-
jan.Jei £ ir n yra nepriklausomi ats. d., tuomet p = 0. Jei p # 0, sakoma, kad
tarp ats. dydziy § ir n yra koreliacija, arba jie koreliuoja; jei p = 0, sakoma,
kad ats. dydziai § ir n nekoreliuoja. Analogiskai tiesinio rys$io arba kore-
liacijos tarp kiekybiniy kintamyjy X ir Y stiprumo matas yra koreliacijos
koeficientas p, nusakomas (X, Y) populiacijos skirstiniu.

Teorinis dydis - populiacijos koreliacijos koeficientas p néra Zinomas;
p iverciai yra imties koreliacijos koeficientai, skai¢iuojami naudojant (X, Y)
imties reik§mes. Imties koreliacijos koeficientas r, apskai¢iuotas naudojant
konkrecios imties reik$mes, pasizymi tomis pac¢iomis savybémis, kaip ir po-
puliacijos koreliacijos koeficientas p:

e -1<r<i;

o jei r > 0, didéjant X reikéméms, Y reik§més turi tendencija didéti
(9.2 pav. (2) ir (3)); be to, kuo glaudesnis rysys tarp X ir Y reik$miy, tuo
r didesnis; 9.2 pav. (3) r didesnis nei (2);

o jeir <0, tai didéjant X reikéméms, Y reik§meés turi tendencija mazéti
(9.2 pav. (4) ir (5)); be to, kuo glaudesnis rysys tarp X ir Y reik§miy, tuo
rartimesnis - 1, arba |r| didesnis; 9.2 pav. (4) |r| maZzesnis nei (5);

o jeitarp X ir Y reik§miy tiesinio ry$io néra (9.2 pav. (1)), r artimas 0.

Kad pagal r reik$me, apskai¢iuotg naudojant konkrecius X ir Y matavimus,
galétume daryti iSvadg ir apie ry$j tarp kintamuyjy, turi galioti koreliacijos
koeficiento taikymo prielaidos. Atkreiptinas démesys, kad:

« koreliacijos koeficientas neatspindi nemonotoninio rysio. Nors tarp kin-
tamyjy reikSmiy yra labai glaudus netiesinis rysys (9.3 pav.), r artimas
nuliui.

o tiesiniam rys$iui tarp kintamyjy vertinti koreliacijos koeficientas nenau-
dotinas ir tuo atveju, jei (X, Y) imties reik§més néra generuotos to paties
atsitiktinio dydzio. Jei (X, Y) reik§més yra im¢iy i$ skirtingy populiacijy
misinys, r gali bati artimas 0, nors atskirose populiacijose stebimas tiesi-
nis rydys tarp X ir Y reik$miy (9.5 pav.).
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9.5 pav. r = 0; X ir Y reikSmés generuotos dviejy dvimaciy atsitiktiniy dydZiy

Pagal prielaidas (X, Y) populiacijos skirstiniui, kintamyjy tiesiniam ry-
$iui (populiacijos koreliacijos koeficientui p) vertinti naudojami Pirsono,
Spirmeno, Kendalo koreliacijos koeficientai (atitinkamai zymimi r, g, 7).
Pirsono koreliacijos koeficientui skai¢iuoti naudojamos kintamujy (X, Y)
atsitiktinés imties reik§més. Spirmeno koreliacijos koeficientas skai¢iuoja-
mas naudojant ne imties reik§mes, o jy rangus - eilés numerj variacinéje
sekoje. Todél Spirmeno koreliacijos koeficientas vadinamas ranginiu. Kurj
koreliacijos koeficientg panaudoti, sprendziama remiantis turimu duomeny
kiekiu, duomeny statistiniu modeliu bei norima koreliacijos koeficiento in-
terpretacija.

Pagal koreliacijos koeficiento, apskaiciuoto turimai im¢iai, absoliutaus dydzio
reik§mes apibréziamas kokybinis rysio jvertis — rysys silpnas, vidutinis, stip-
rus. Sakoma, kad tarp kintamyjy yra silpnas rysys, jei |r| < 0,3, vidutinio stip-
rumo rysys, jei 0,3 < |r] < 0,6, ir stiprus rysys, jei |r| > 0,6. Rysio tarp kintamy-
ju glaudumui matuoti naudojamas ir koreliacijos koeficiento kvadratas .

Apskaiciavus koreliacijos koeficientg r, aktualu jvertinti ir jo patikimuma —
kaip r skiriasi nuo p (populiacijos (X, Y) skirstinio koreliacijos koeficiento).
Koreliacijos koeficientas r, apskai¢iuotas naudojant atsitiktinés imties reiks-
mes - ats. d. (x;, y;), yra atsitiktinis dydis. Ats. dydzio r vidurkis lygus p, o r
dispersija - kitimo jvertis — priklauso nuo imties dydzio: kuo n mazesnis, tuo
didesné r dispersija. Pavyzdziui, atsitiktinai plok§tumoje dedant 3 ar 4 tas-
kus, labai tikétina, kad jie isidéstys arti tiesés ir |r| bus artimas 1, nors p =
0. Todél prie$ konstatuojant rysio tarp X ir Y buvimga (p # 0), tikrinama nu-
liné hipotezé Hy: p = 0 (populiacijos koreliacijos koeficientas lygus 0 — néra
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tiesinio rysio tarp kintamyjy) su viena i$ alternatyvy: desiniapuse H;: p > 0;
kairiapuse H,: p < 0; arba dvipuse H;: p # 0. Desiniapusé alternatyva H, api-
badinama taip: ,,koreliacijos koeficientas reik§mingai vir$ija nulj“ arba ,tarp
kintamuyjy yra reik§mingai teigiama koreliacija“. Kairiapusé alternatyva H,
apibiidinama taip: ,koreliacijos koeficientas reik§mingai mazesnis uz nulj
arba ,tarp kintamuyjy yra reik§mingai neigiama koreliacija“. Dvipusé alter-
natyva H; apibadinama taip: ,koreliacijos koeficientas reik§mingai skiriasi
nuo nulio® arba ,tarp kintamyjy yra patikima (reik§minga) koreliacija® H,
tikrinti naudojami atitinkami statistiniai kriterijai su statistika, priklausan-
¢ia nuo apskaiciuoto koreliacijos koeficiento r ir nuo tirty individy skaiciaus
n.

Koreliacijos koeficientai dazniausiai skai¢iuojami statistiniu paketu. Kaip ir
tikrinant visas statistines hipotezes, pakete pateikiama kriterijaus statisti-
kos bei jo atitinkama dvipusé p reiksmé (5.4 pav.). Pagal §ig p reik§me arba
atmetame hipoteze apie koreliacijos koeficiento lygybe nuliui, arba jai ne-
priestaraujame. Jei nuling hipoteze atmetame, sakoma, kad ,,tarp kintamuyjy
X ir Y yra reiksminga koreliacija®

9.3. Pirsono Kkoreliacijos koeficientas

Turime dviejy kiekybiniy rodikliy X ir Y atsitiktiniy matavimy poras (x;, y,),
(%2, ¥3) - (X, ¥,,) — dvimacius atsitiktinius dydzius, turinius tg patj skirstinj.
Jei néra pagrindo priestarauti prielaidai, kad X ir Y jungtinis skirstinys yra
dvimatis normalusis (praktiskai tai bus visuomet, jei X ir Y skirstiniai laiky-
tini normaliaisiais), tuomet tiesiniam rysiui tarp kintamyjy X ir Y vertinti
naudojamas Pirsono (Pearson) koreliacijos koeficientas

D YR CE N
TR D YRR

¢ia X ir y - imciy vidurkiai. Pagal apibrézimg r yra atsitiktinis dydis.
I r formule jstacius konkrecios imties duomenis, gaunama konkreti Pirso-
no koreliacijos koeficiento reik§mé. 9.2 pav. pateiktiems duomenims gauta:
2)r=0,53;3)r=0,93;4) r=-0,61;5) r=-0,89.

(9.1)

Pirsono koreliacijos koeficientas jautrus isskirtims — imties ,,ap$iukslini-
mui® Jei imtyje yra nariy i$ kitos populiacijos (ats. d. su kitu skirstiniu),
r skirstinys gali Zymiai keistis, ypa¢ jei imtis nedidelé. Konkrecios imties
atveju r reik§me gali labai i8kreipti viena ar kelios i§skirtys. Pavyzdziui, nau-
dojant 3.5 lenteléje pateiktus 26 jauny sveiky suaugusiy asmeny SAS ir DAS
duomenis, koreliacijos koeficiento tarp SAS ir DAS reiksmé lygi 0,73. Taciau



174

JONE VENCLOVIENE
Statistiniai metodai medicinoje

prie $iy matavimy pridéjus asmens i$ kitos populiacijos SAS ir DAS reiksme,
pavyzdziui, (100, 80), koreliacijos koeficiento reikémé smarkiai pakinta —
gauname r = 0,57.

Kaip minéta 9.2 skyriuje, koreliacijos koeficientas r, apibréztas (9.1) formu-
le, yra populiacijos koreliacijos koeficiento p jvertis. Jis priklauso nuo imties;
taigi r yra atsitiktinis dydis — jo reiksmé gali bati didelé, nors p lygus 0. Todél
remiantis konkreciais X ir Y matavimais nustatyta r reik$éme, dar negalima
daryti ivados apie rysio tarp X ir Y buvima, t. y. teigti, kad p # 0. Todél
batina tikrinti nuline hipoteze Hy: p = 0 su viena i§ 9.2 skyriuje pateikty
alternatyvy. Siai hipotezei tikrinti naudojamas t kriterijus su statistika:

t=rdn—=2/v1-r%. (9.2)

Jei kintamieji X ir Y yra nepriklausomi (p = 0), ¢ turi asimptotinj Stjudento
skirstinj su (n — 2) laisvés laipsniy (tai reiskia, kad didéjant n, t tankis, esant
p = 0, artés prie Stjudento skirstinio su (n — 2) laisvés laipsniais tankio). Prak-
tiskai, kai n > 10, ¢ skirstinj, esant teisingai H,, galima laikyti Stjudento skirs-
tiniu. Hipotezé apie koreliacijos koeficiento reik§mingumga dazniausiai tikri-
nama statistiniais paketais. Juose pateikiama koreliacijos koeficiento reik§meé,
t kriterijaus statistikos (9.2) ir kriterijaus dvipusé p reik§mé (5.4 pav.). H, pri-
émimo ar atmetimo taisyklé su pasirinktu reikSmingumo lygmeniu a, pagal
alternatyva, pateikta 9.1 lenteléje. Jei #n yra nedidelis (n < 10), H, tikrinti
naudojamas tikslus kriterijus: gauta r reik$mé lyginama su statistikos (9.1)
tikslaus skirstinio, esant p = 0 (simetrisku, priklausancio tik nuo n), atitinka-
mo lygio kvantiliu (8 lentelé¢). H, priémimo ar atmetimo taisyklé analogiska
pateiktoje 9.1 lenteléje. Nedideliems # (n < 30) lentelése nurodomi ir Pirsono
koreliacijos koeficiento tikslas pasikliautinieji intervalai.

9.1 lentelé. Koreliacijos koeficiento reik§mingumo tikrinimas (Cia t,_(n - 2) -
Stjudento skirstinio su (n - 2) I. I. 1 - « lygio kvantilis)

Alternatyva | Hjatmetimo sritis H, atmetimo taisyklé pagal kriterijaus
dvipuse p reik$me

Hi:p>0 t>t (n-2) r>0,p/2<a

H,:p<0 t< —t_o(n-2) r<0,p/2<a

Hyp#0 [t] > t)_apn(n = 2) p<a

9.1 pavyzdys. 3.5 lenteléje pateikta 26 jauny sveiky individy SAS ir
DAS reik$més. Pirsono koreliacijos koeficientas tarp SAS ir DAS lygus
0,73. Jo reik$mingumui tikrinti skirtos t kriterijaus statistikos reik§meé:
1=0,73\24 /Jﬁgﬁ =523, p = 0,000023. Todél daroma i$vada, kad
p > 0, ir didéjant jauny sveiky individy SAS, didéja ir DAS.
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9.4. Ranginiai Koreliacijos koeficientai.
Spirmeno (Spearman) koreliacijos koeficientas

Analizuojant mediky sukauptus duomenis, daznai pasitaiko atvejy, kai ne-
galime tvirtinti, kad kintamyjy X ir Y jungtinis skirstinys yra normalusis.
Taip buna tuomet, kai:

o tarp (X, Y) reik$miy yra i$skirciy;

o turime nedaug (X, Y) matavimy ir negalime daryti i$vados dél norma-
lumo;

o kiekybiniy kintamyjy X ir Y reik§més pateiktos rangais.

Visais $iais atvejais tiesinio rysio tarp kintamuyjy stiprumui vertinti naudo-
jami ranginiai koreliacijos koeficientai. Kaip minéta, ranginiai koreliacijos
koeficientai nesusij¢ su jungtiniu (X, Y) skirstiniu. Jie skai¢iuojami naudo-
jant ne kintamyjy reiksmes, o jy rangus. Todél ranginiams koreliacijos ko-
eficientams i$skirtys nedaro tokios didelés jtakos kaip Pirsono koreliacijos
koeficientui. Ranginiy koreliacijos koeficienty naudojimo prielaida: jung-
tinis (X, Y) populiacijos skirstinys yra tolydusis. Si prielaida leidzia teigti,
kad konkreciose imtyse xi, x, ... x,, it ¥y, ¥ ... v, pasikartojanciy reiksmiy yra
labai mazai, t. y. xy, x, ... X, ir y;, ¥, ... ¥, rangai yra jy eilés numeriai variaci-
néje sekoje.

Spirmeno (Spearman) koreliacijos koeficientas rg skaiciuojamas taip: turi-
me kiekybinio kintamojo (X, Y), kurio modelis — dvimatis tolydusis ats. d.,
atsitiktine imtj (x;, y;), (%, ¥5) .. (%> ¥,,). Reik§meés x;, x;, ... x,, it y1, ¥5 . ¥,
suranguojamos atskirai ir imtyje (x;, y,) ... (x,, ¥,) esancios reik§més pa-
kei¢iamos rangais. Gaunamos rangy poros (R,;, R;), (R, R) .. (R, R,).
Spirmeno koreliacijos koeficientas rg apibréziamas:

. >Ry —(n+1)/2)(R, —(n+1)/2) ‘
TR =42 Y (R, - (14 1)/2))
I8 Sios formulés matyti, kad g yra Pirsono koreliacijos koeficientas, apskai-
¢iuotas naudojant ne kintamojo reikSmes, o jy rangus (vidutinis » dydzio

imties rangas lygus (n+1)/2). Pertvarkius (9.3) formule gaunama, kad Spir-
meno koreliacijos koeficientas lygus:

6y D?
r :1_ 212:1 ! ;
n(n®-1)

(9.3)

(9.4)

¢ia D; - x;ir y;rangy skirtumas D; = R,; - R,;. Spirmeno koreliacijos koeficien-
to skai¢iavimo pavyzdys pagal (9.4) formule pateiktas 9.2 lenteléje.
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9.2 lentelé. Spirmeno koreliacijos koeficiento skaic¢iavimo pavyzdys

Xi Vi Ry Ry, (Ryi- Ryi)2

1,1 5 1 5 16

2,1 3 2 3 1

31 4 3 4 1

4,1 2 4 2 4

51 1,5 5 1 16
1§ viso 38
rg=1-6X38/(5X(25-1))=1-228/120=1-1,9=-0,9

(9.3) formule galima pertvarkyti ir taip: rangy pory seka (R,;, R), (Ry,
R,) ... (R, R),) i8déstoma taip, kad vietoj Y rangy bty skaiciai 1, 2 ... n.
Sioje rangy sekoje pazymimi atitinkami X rangai Z,, Z, ... Z,. Tuomet r
skai¢iuojamas analogiskai (9.4):

:1_621_:1(221.—1') —1- 26 s. (9.5)
n(n~ —1) n(n™ —1)

g

Jei tarp X ir Y yra tiesinis rySys ir didéjant X, didéja ir Y, tuomet Z; = i, ir
S = 0. Jei didéjant X, mazéja Y, tuomet Z; = n - i, ir S lygus n(n* - 1)/3.

Hipotezei H: p = 0 su atitinkama vienpuse arba dvipuse alternatyva tikrinti
maziems n (n < 10) naudojamas tikslus kriterijus. Nustatyta, kad (9.5) for-
muléje pateiktos statistikos S skirstinys, kai X ir Y imties reikSmés (x;, y;) yra
nepriklausomi atsitiktiniai dydZiai (p = 0), S priklauso tik nuo #. Lentelése
pateiktos Sio skirstinio funkcijos arba kvantiliy reik§més. 9 lenteléje pateik-
tos S skirstinio kvantiliy reikimes. Ivada apie p reikime gaunama analogis-
kai (9.1) lenteléje nurodytai taisyklei, lyginant gautg S reik§me su lentelése
pateiktu § skirstinio atitinkamo lygio kvantiliu.

Didesniems n (n > 10) hipotezei Hy: p = 0 tikrinti su atitinkama vien-
puse arba dvipuse alternatyva naudojamas t kriterijus su statistika:
t=rgn—2/,[1-r2 . t asimptotinis skirstinys, kai p = 0, yra Stjudento su
(n - 2) laisvés laipsniy. Todél H, priémimo ir atmetimo taisyklé tokia pati,
kaip ir Pirsono koreliacijos koeficiento atveju (9.1 lentelé).

Kai tarp kintamyjy X ir Y yra netiesinis monotoninis rysys, tuomet X ir ¥
ry$io stiprumui vertinti geriau naudoti Spirmeno koreliacijos koeficienta,
nes tarp X ir Y reik§miy esant netiesiniam ry$iui, tarp X ir Y rangy gali bati
tiesinis rysys (9.6 pav.).
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18 C D 5 D
16 4
2 14 B = . ¢
512 2 B
= 10 g2
B > A
b 6 A 1
4 T T T 1 0 T T T T 1
10 20 30 40 0 1 2 3 4 5
X reikSmés X rangai

9.6 pav. Priklausomybé tarp reiksmiy ir tarp rangy

9.5. Kendalo Koreliacijos Koeficientas

Spirmeno koreliacijos koeficienty, apibréziama (9.3-9.5) formulémis, sunku
interpretuoti. Jei reikalinga koreliacijos koeficiento interpretacija, esant tei-
singai alternatyvai, naudotinas Kendalo koreliacijos koeficientas.

Sakykime, (xy, ¥1), (x5, ¥5) ... (%,,, ¥,,) — kiekybinio kintamojo (X, Y), turinc¢io
dvimatj tolyduyjj skirstinj, imtis. Kendalo koreliacijos koeficientas, kaip ir
rys$io tarp tvarkos kintamyjy rodikliai, skai¢iuojamas naudojant suderinty
ir nesuderinty imties pory skaiciy. Reikdmiy (x; y;) ir (x;, y;) pora yra su-
derinta, jei skirtumai x; - x;ir y; - y; turi vienodus Zenklus, ir nesuderinta,
jei skirtumy Zenklai skirtingi. Jei duomenys pateikti rangais, suderinta ir
nesuderinta poros apibréziamos analogiskai, tik vietoj skirtumy tarp imties
reik$miy imami rangy skirtumai.

Pazymékime P - suderinty pory skaiciy imtyje, Q - nesuderinty pory skai-
¢iy bei K - suderinty ir nesuderinty pory skai¢iaus skirtumg: K = P - Q.
Visy galimy pory P + Q skaicius lygus n(n — 1)/2. K gali kisti nuo -n(n - 1)/2
iki n(n - 1)/2. Jei X ir Y yra nepriklausomi atsitiktiniai dydziai, suderinty ir
nesuderinty pory yra beveik vienodai ir K yra artimas 0.

Kendalo koreliacijos koeficientas ry apibréziamas:
re=2K/ [n(n - 1)]. (9.6)

Pagal apibrézimg Kendalo koreliacijos koeficientas kinta nuo -1 iki 1. Jei
konkrecioje imtyje didéjant X, reikSmés Y turi tendencijg mazéti, tai imtyje
nesuderinty pory yra daugiau nei suderinty, ir rx reik§mé neigiama. Jei di-
déjant X, reik§més Y turi tendencijg didéti, suderinty pory yra daugiau nei
nesuderinty ir ry reik§meé teigiama.

Tikrinant hipoteze Hj: p = 0 su viena i§ alternatyvy (p > 0; p < 0; p # 0)
nedideliam # (n < 10) naudojamas tikslus kriterijus. Pazymékime K - atsi-
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tiktinj dydj, lygy suderinty ir nesuderinty pory skai¢iy skirtumui dvimatéje
nepriklausomy ats. d. n dydzio imtyje. Kai X ir Y yra nepriklausomi, K skirs-
tinys sutampa su K skirstiniu. Tikrinant H,, apskaiciuota K reik§mé lygina-
ma su K skirstinio atitinkamo lygio kvantiliu (10 lentelé) arba, naudojantis
K skirstinio funkcijos lentelémis, nustatoma statistikos K p reikimé. I§vada
apie ry reikSmingumg daroma analogiskai 9.1 lenteléje pateiktai taisyklei.

Esant gana dideliam #», (n > 10), H, tikrinti naudojamas asimptotinis krite-
rijus. Statistikos

K/[n(n-1)2n + 5)/18}7%° (9.6)

asimptotinis skirstinys, esant teisingai nulinei hipotezei, yra standartinis
normalusis, todél hipotezés Hy: p = 0 priémimo ar atmetimo taisyklé ana-
logiska taisyklei, pateiktai 9.1 lenteléje, tik vietoj Stjudento skirstinio kvan-
tilio t,_o(n - 2) ir t,_;,(n - 2) naudojami standartinio normaliojo skirstinio
kvantiliai z,_, ir z;_,.

9.6. Hipotezé apie koreliacijos koeficiento lygybe skaiciui.
Dviejy koreliacijos koeficienty lyginimas

Analizuojant sgsajas tarp kiekybiniy rodikliy, aktualu konstatuoti ne tik tie-
sinio ry$io buvimg ar nebuvimg, bet ir patikimai jvertinti rysio stiprumg —
patvirtinti, kad ne tik r > 0,3, bet ir p > 0,3 (rysys yra reik§mingai vidutinio
stiprumo) ar p > 0,6 (yra reikSmingai stiprus rysys tarp rodikliy). Norint
konstatuoti, kad rys$ys tarp kintamyjy X ir Y yra tam tikro stiprumo arba po-
puliacijos koreliacijos koeficientas ((X, Y) skirstinio parametras) p yra tam
tikro dydzio, sakykime, p, batina tikrinti nuling hipoteze H: p = p, su viena
i$ alternatyvy: p > pg, p < po ar p # py.

Sakykime, p - rysio tarp X ir Y stiprumo rodiklj vertiname Pirsono kore-
liacijos koeficientu r (prielaida - (X, Y) skirstinys yra dvimatis normalusis).
Hipotezei H tikrinti, kai n > 30, naudojamo Z kriterijaus statistika lygi:

|
2= 05(In 0 it Py TS
1-r 1-p,

Esant teisingai nulinei hipotezei, z asimptotinis skirstinys yra standartinis
normalusis. Kai # gana didelis, # > 30, z skirstinj galima laikyti standartiniu
normaliuoju. H, priémimo ir atmetimo taisyklé, priklausomai nuo alterna-
tyvos, pateikta 9.4 lenteléje.
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9.4 lentelé. Sprendinio apie koreliacijos koeficiento lygybe skaiciui priémimo taisyklé

Alternatyva H,atmetimo sritis H, atmetimo taisyklé pagal
kriterijaus dvipuse p reik§me

Hy:p>pg >z, r>0,p/2<a
H,: p < py 1< -2 r<0,p/2<a
Hs:p#po It > 21 a2 p<a

Medikams daznai tenka lyginti dvi ligoniy grupes, pavyzdziui, placebo ir
vartojusiy vaisto. Analizuojant vaisto poveikj, dazniausiai lyginami kinta-
muyjy vidurkiai. Tac¢iau poveikis gali pasireiksti ne tik kintamojo vidurkio
poslinkiu, bet ir rysio tarp individo rodikliy poky¢iu. Tokiu atveju lyginami
kiti populiacijy skirstinio parametrai - koreliacijos koeficientai.

Sakykime, p, ir p, — koreliacijos koeficientai tarp kintamuyjy (ats. dydziy)
X ir Y dviejose populiacijose. Tikrinsime nuline hipoteze Hy: p, = p,
(abiejose populiacijose rysys tarp X ir Y vienodai stiprus) su viena i$ al-
ternatyvy Hy: p; > p, (jei p, > 0, tai I populiacijoje rysys tarp X ir Y yra
stipresnis nei II); Hy: p, < p, (jei p; > 0, tai I populiacijoje rysys tarp X ir Y
yra silpnesnis nei II); H, p; # p, (abiejose populiacijose rysio tarp X ir Y
stiprumas nevienodas).

Pazymékime: r, ir r, — im¢iy i$ I ir I populiacijos Pirsono koreliacijos koefi-
cientai, z, = 0,5In[(1 + r,)/(1 - r,)], 2,= 0,5In[(1 + r,)/(1 - r,)] - koreliacijos
koeficiento FiSerio transformacijos, n, ir n, — im¢iy dydziai. Kai n, > 30 ir
n,> 30, Hy tikrinti naudojamas Z kriterijus su statistika:

Z=(z-2)/((n, - 371+ (n, - 3) )12,

Esant teisingai nulinei hipotezei, Z asimptotinis skirstinys yra standartinis
normalusis. Nulinés hipotezés priémimo ir atmetimo taisyklé tokia pati,
kaip 9.4 lenteléje, tik atitinkamai keiciasi alternatyvos.

9.7. Koreliacijy matrica

Atliekant sudétingus medicininius tyrimus, pavyzdziui, biocheminj, echo-
skopijg ir t. t., fiksuojama keletas kiekybiniy rodikliy. Analizuodami tokiy
tyrimy informatyvuma, medikai-tyréjai turi vertinti rysj tarp rodikliy, gau-
ty atlikus vieng tyrimg (pvz., echoskopija) arba vertinti rysj tarp rodikliy,
gauty atlikus skirtingus tyrimus (pvz., echoskopijg ir biocheminj tyrima).
Tokiu atveju tenka skaiciuoti ir analizuoti ne vieng koreliacijos koeficienta,
o kelis. Informacijg apie keliy kintamuyjy tarpusavio (poriniy) rysiy jvercius
patogu pateikti koreliacijy matrica arba dalimi koreliacijy matricos.
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Koreliacijy matrica yra kvadrating; jos eilutés ir stulpeliai atitinka anali-
zuojamus kintamuosius. Gardeléje, esancioje koreliacijy matricos eilutés ir
stulpelio susikirtime, yra koreliacijos koeficientas tarp eilute ir stulpelj ati-
tinkanciy kintamyjy. Be to, gardeléje pateikiamas ne tik atitinkamas kore-
liacijos koeficientas, bet ir jo reikSmingumo rodiklis - statistinio kriterijaus
p reiksmeé bei imties dydis. Koreliacijy matricos diagonaléje yra vienetai; be
to, matrica yra simetriné. Koreliacijy matricos dalis - tai koreliacijos koefi-
cienty tarp kintamyjy X, ... X, ir Y, ... Y,, matrica; ¢ia X, ... Xj - vieno, 0 Y] ...
Y,, - kito tyrimo metu gauti kintamieji. Sios matricos eilutés atitinka kinta-
muosius X ... X}, stulpeliai - kintamuosius Y; ... Y,; i-tosios eilutés ir j-tojo
stulpelio susikirtimo gardeléje ra3omas koreliacijos koeficientas tarp X; ir Y;
bei jo patikimumo rodiklis (p reik§mé). Statistiniuose paketuose pateikiama
visa koreliacijy matrica arba jos dalis.

9.2 pavyzdys. 9.5 lenteléje pateikta 487 ligoniy, sirgusiy timiais koronari-
niais sindromais, echoskopijos rodikliy - Sirdies galinio diastolinio dydzio
(KSGDD), uzpakalinés sienelés storio (USS), kairiojo ir desiniojo priesirdzio
dydzio (KPR ir DPR) bei i$stimimo frakcijos (IF) - koreliacijy matrica.

9.5 lentelé. Echoskopijos rodikliy Pirsono koreliacijos koeficientai ir jy p reiksSmés

KSGDD USS KPR DPR IF
KSGDD 1 0,0589 0,227 0,230 -0,163
p=0,21 p<0,001 p<0,001 p=0,001
USsS 0,0589 1 0,163 0,084 -0,081
p=0,21 p=0,001 p=0,18 p=0,12
KPR 0,227 0,163 1 0,529 -0,058
p<0,001 p=0,001 p<0,001 p=0,22
DPR 0,230 0,084 0,529 1 0,007
p<0,001 p=0,18 p<0,001 p=0,88
IF 0,163 -0,081 -0,058 0,007 1
p=0,001 p=0,12 p=0,22 p=0,88

I$ 9.5 lentelés matyti, kad KSGDD reiksmingai koreliuoja su KPR, DPR ir
IF; tarp KSGDD ir minéty rodikliy rysys yra silpnas. Tarp KSGDD ir USS
reik§mingo rysio (p > 0) konstatuoti negalima, nes p/2 = 0,21/2 > 0,05.
Kadangi koreliacijos koeficientai tarp KSGDD ir KPR bei DPR atitinkamai
lygts 0,227 ir 0,23 (p < 0,001), todél galima daryti i$vada, kad, didéjant
$irdies galiniam diastoliniam dydziui, tiek kairysis, tiek desinysis priesirdziai
turi tendencija didéti. Kadangi r tarp KSGDD ir IF lygus -0,136 < 0 ir
p = 0,001 < 0,05, galima daryti i$vada, kad, didéjant KSGDD, i$stimimo
frakcija mazéja.
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USS reik§mingai koreliuoja tik su KPR. Kadangi r = 0,163 > 0, galima daryti
i$vada, kad, didéjant KPR, USS turi tendencijg didéti. Tarp KPR ir DPR ste-
bimas vidutinio stiprumo rysys: = 0,529, p < 0,001 - koreliacija reik§minga.
Taigi didéjant vienam priesirdziui, kitas irgi didéja. Tarp IF ir KPR bei DPR
reik§mingo rysio konstatuoti negalima - r artimas 0 bei p > 0,2.

9.8. Dalinis koreliacijos koeficientas

Minéta, kad priezastiniam ry$iui tarp dviejy kiekybiniy rodikliy pagrijsti, be
teorinés rei$kinio analizés, skai¢iuojamas koreliacijos koeficientas tarp $iy
rodikliy ir vertinamas jo patikimumas. Taciau priezastinio rysSio mechaniz-
mas sudétingas: reik$minga koreliacija tarp kintamyjy X ir Y gali bati ir tuo
atveju, kai:

o Xir Y salygoti kito kintamojo Z;
o X gali buti Z priezastis, 0 Z - Y priezastis Z2: X > Z > Y.

Priezastiniam rysiui tarp 3-5 kiekybiniy rodikliy analizuoti naudojami dali-
niai koreliacijos koeficientai. Dalinis koreliacijos koeficientas (partial corre-
lation) ryy, yra koreliacijos koeficientas tarp kintamyjy X ir Y, apskai¢iuotas
izoliavus kintamojo Z jtaka (arba kontroliuojant kintamajj Z). ryy,, formulé
tokia:

_ Vyy = Vxzlyz
Pz = 2 N
Ja=r2)A-r2)

dia ryy, ryy ir 1y, — koreliacijos koeficientai tarp nurodyty kintamuyjy, va-
dinamieji poriniai koreliacijos koeficientai. Z vadinamas kontroliuojanciu
kintamuoju. Analogiskai apibréziamas ryy ,y, — koreliacijos koeficientas tarp
X ir Y, apskaiciuotas izoliavus Z ir V jtaka, ir t. t. Lyginant dalinj koreliacijos
koeficienta su poriniu, t. y. lyginant ryy, su ryy, daroma i$vada apie kintamy-
juX, Yir Zrysj (9.7 pav.).

(9.7)

I$ (9.7) formulés matome: kai ry, ir ry, lygis 0, rxy, = ryy. Taigi daroma
iSvada: jei ryy, ir ryy nesiskiria, kintamasis Z nesusijes (neturi rysio) su X ir
Y (9.7 a pav.). Jei ryy, = 0, koreliacija tarp X ir Y atsiranda dél paaiskinamo
(explanationary) kontroliuojancio kintamojo Z efekto: arba Z veikia X ir Y
(9.7 b pav.) arba kintamasis X veikia Z, o Z savo ruoztu veikia Y (9.7 ¢ pav.).
Tai dar vadinama kontroliuojan¢io kintamojo efektu.

Jei rxy > ryy, > 0 (taip bus, jei ry, ir ry, yra to paties Zenklo, t. y. didéjant Z,
X ir Y kitimo tendencija vienoda) arba ryy < ryy, < 0 pasireiskia dalinis
paaiskinimo efektas (partial explanation) — stipresné koreliacija tarp X ir Y
atsiranda dél Z jtakos abiem rodikliams (9.7 d pav.) arba dél to, kad X yra
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Z priezastis, 0 Y - Z priezastis, (9.7 e pav.). Jei rxy = 0, 0 |rxy,| > 0, daroma
isvada, kad X ir Y daro jtakg kintamajam Z (9.7 f pav.).

Jei (9.7) formuléje ryy < 0, 0 1y, ir ry, yra vienodo zenklo, gaunama, kad
|7xvz| > |rxy|- Tokiu atveju pasireigkia kontroliuojanéiojo kintamojo slopini-
mo efektas: dél Z poveikio kintamieji X ir Y turi tendencijg kartu arba didéti,
arba mazéti; toks Z poveikis mazina koreliacijg tarp X ir Y (9.7 g, h pawv.).
Jei (9.7) formuléje ryy > 0, 0 ry, ir ry, yra skirtingy Zenkly, gaunama, kad
xyz > T'xy- Tuomet pasireiskia toks kontroliuojancio kintamojo slopinimo
efektas: dél Z poveikio vienas kintamasis didéja, kitas mazéja (9.7 i pav.).
Izoliavus kintamojo Z poveikj, koreliacija tarp X ir Y sustipréja.

9.3 pavyzdys. Analizuojant 669 MI serganciyjy motery isstimimo frakcijos
(IF) rysj su biocheminiais Zyminiais, nustatyta, kad Spirmeno koreliacijos
koeficientas tarp IF ir kreatinino koncentracijos K lygus -0,195 (p < 0,05).
Taciau stebima $iy rodikliy reik§minga koreliacija su kontroliuojanciu kin-
tamuoju - amziumi (A): rqg o) = -0,227; 1 o) = 0,227 - didéjant amZiui, i$-
stimimo frakcija turi tendencija mazéti, o kreatinino koncentracija — didéti.
Dalinis koreliacijos koeficientas tarp IF ir K, izoliavus amziaus jtaka, lygus:

TR KA. = —-0,195+0,274x 0,227 — 0141,

J1-0,227x0,227)(1-0,274x 0,274)

Gavome, kad 7 i) 5 absoliu¢iu dydziu mazesnis uz ry g, (d atvejis). Todel
galima tvirtinti, kad didesné koreliacija tarp IF ir K atsiranda dél amziaus
jtakos minétiems rodikliams.

A A
c
7 a / \ b /' \

X — v X Y X Y
Fyy = Fyvz Paaiskinimas: ryyz =0 Paaiskinimas: ryyz =0
Z jtakos X ir Y neturi Zveikiair X, ir Y’ XveikiaZ, o Z veikia Y
o \ / Z\ ¢ Pl ‘ N !

X — X — 7 X Y

Dalinis paalskmlmas
Txy>rxy.z>0 arbaryy <rxyz<0

Dalinis paaiskinimas
Txy>Tyyz>0 arba ryy <ryyz<0

Xir Y daro itaka Z
Ty =0; [rxyz| >0

/ Z\

X —
Slopinimo efektas

[rxy.zl > [rxvd

VA h

X — ¢y
Slopinimo efektas
rxr.z > I

- VA i

N

X ——09 Y

Slopinimo efektas
[rxy.zl > lrxvd

9.7 pav. Daliné koreliacija ir iSvados apie kintamyjy prieZastinj rysj
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10 sKYRIUS

Regresiné analizé

10.1. Regresijos savoka

Tiek medicinoje, tiek kituose moksluose kai kuriuos kintamuosius galima
laikyti atsaku (outcome, response variable) i ji veikiantj vieng ar keletg fakto-
riy (factor, covariate, explanatory variable):

X (faktorius) Y (atsakas)

Y
\J

Pavyzdziui, timiais koronariniais sindromais sirgusiems ligoniams atliekant
fizinio kravio méginj, SSD, SAS ir DAS reikémes, nustatytos prie§ nutrau-
kiant kravj, priklauso nuo rodiklio, nustatyto fizinio kravio metu, vadinamu
dviguba sandauga. Didéjant dvigubai sandaugai, SSD taip pat turi tendencija
dideéti (10.1 pav.). Siuo atveju faktorius, arba nepriklausomas kintamasis X,
yra dviguba sandauga, o atsakas, arba priklausomas kintamasis Y, yra SSD
prie$ nutraukiant kriwvj. Atsakg gali veikti keli faktoriai X, X® ... X®; taigi
faktorius X gali bati ir daugiamatis: X = (X1, X® ... X)),

Tarp kintamyjy konstatavus faktoriaus-atsako rysj ir Zinant faktoriaus
(vienmacio ar daugiamacio) reik$me, tikslinga prognozuoti ir Y reik§me.
Faktoriaus—atsako priklausomybei vertinti naudojami regresiniai modeliai.
Regresinio modelio prielaidos:

o Xreik§més determinuotos (neatsitiktinés);

o priklausomo kintamojo reik$meés y,, y, ... y, yra atsitiktinés ir nekore-
liuotos;

« nepriklausomy kintamyjy X, X@ ... X® reik§més yra tiesiskai nepri-
klausomos (keliy faktoriy atveju).
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10.1 pav. SSD, nustatyto pries nutraukiant kriwvj, priklausomybé nuo
dvigubos sandaugos

Funkcija f(x) = E(Y|X=x) vadinama Y regresijos funkcija X = (X, X® ... X®)
atzvilgiu; f(x) yra k-matis pavirsius (k + 1) matavimo erdvéje. Kai x = (x(V), x?)
(k = 2), funkcija f(x) yra pavir$ius trimatéje erdvéje. Vieno faktoriaus atve-
ju (k = 1) fix) yra kreivé plokstumoje; $iuo atveju f(x) vadinama regresijos
kreive.

Regresijos funkcijos f(x) interpretacija priklauso nuo atsako Y statistinio
modelio, t. y. nuo Y skirstinio. 10.1 lenteléje pateikti keli dazniausiai naudo-
jami regresiniai modeliai, klasifikuojami pagal Y skirstinj.

10.1 lentelé. Regresinio modelio klasé pagal Y skirstinj

Y skirstinys Regresinis modelis

Normalusis Normalioji regresija, arba tiesiog regresija

Dvinaris Dvinaré regresija, jos atskiras atvejis — logistiné
regresija (11 skyrius)

Polinominis Polinominé regresija

(Y jgyja keleta reiksmiy)

Puasono Puasono regresija

10.2-10.10 skyriuose nagrinéjamas regresinis modelis, kai Y skirstinys yra
normalusis. Tuomet atsako reiksme y; galime i$reiksti taip:

yi=fx) +e,i=1,2 ... m;

(10.1)



186

JONE VENCLOVIENE
Statistiniai metodai medicinoje

¢ia (x;, ;) — i-tojo individo faktoriaus ir atsako reik$mé, ¢; - normalusis atsi-
tiktinis dydis su vidurkiu, lygiu nuliui, ir nezinoma dispersija, bendru atveju
priklausanéia nuo x;: De; = D(Y]|X =x;) = 0(x;), be to, dydziai ¢, ¢, ... ¢, yra
nepriklausomi. Jei Y salygoja keletas faktoriy, (10.1) modelyje vietoj x; nau-
dojama daugiamacio faktoriaus reik§meé x;.

Jei Y dispersija vienoda visoms faktoriaus reik§méms, t. y. D(Y|X = x) = 0%,
sakoma, kad duomenys yra homoskedastiski (10.2 a pav.). Jei i salyga ne-
tenkinama, t. y. D(Y]X =x) = 0*(x); ¢ia 0*(x) yra x funkcija; sakoma, kad
duomenys yra heteroskedastiski (10.2 b pav.).

(10.1) regresiniame modelyje daroma prielaida, kad tarp atsako ir faktoriaus
yra funkcinis rysys Y = f{X), kitaip tariant, sakoma, kad regresinio modelio
forma (10.1) yra korektiska. Taciau tikslios f(x;) reik§més iSmatuoti nega-
lima - f(x;) reikimé matuojama su paklaida ¢;, turinéia normalyjj skirstinj
(10.3 pav.). Be to, nustatant atsako reikSme, sisteminés paklaidos nedaroma
(Ee; = 0); tac¢iau matavimo tikslumas gali bati nevienodas (Deg; = 0*(x;)). Tai-
gi atsako reik§més y; yra iSsibarsciusios apie regresijos kreive (arba dviejy
faktoriy atveju - apie pavirsiy) (10.3 pav.).

13 o« A 15 . .
11 A 13 S
11 . .
9 o« A .
9 ° . e
bl >~ . . .
7 o A 7 S .
5 . 5 o
3 . . a‘ 3 .. . b
1 T T T T T T 1 T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 X 1 2 3 4 5 6 X

10.2 pav. (a) Duomenys su pastovia dispersija D(Y|x);
(b) didéjant x, dispersija D(Y|x) didéja

10.3 pav. Atsako Y priklausomybé nuo jj veikiancio faktoriaus:
paklaidy skirstinys yra normalusis
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Pagal regresijos funkcija bei faktoriy skaiciy i$skiriama keletas regresiniy
modeliy tipy. Regresiniy modeliy klasifikacija ir regresinés analizés etapai
pateikti 10.2 skyriuje.

10.2. Regresinio modelio tipai ir regresinés analizés etapai

Regresijos funkcija f(x) gali buti:

o parametriné (zinoma f(x) formulé, bet nezinomi jos parametrai);
e neparametriné.

Jei flx) yra neparametriné, sakoma, kad turime neparametring regresija;
jei f{x) parametriné — turime parametring regresijg. Populiariausi mediky
naudojami regresiniai modeliai - f(x) parametriné funkcija, turinti 2 ar 3
nezinomus parametrus. f(x) parenkama taip, kad atspindéty realy atsako
kitima didéjant ar mazéjant faktoriaus reik§mei. Jei tarp faktoriaus ir atsa-
ko reik§miy stebimas tiesinis rysys, naudojama tiesiné regresijos funkcija
fx) = By + Brx (arba flx) = a + Px). Jei tarp atsako ir faktoriaus reiksmiy
stebimas netiesinis ry$ys, naudojama netiesiné funkcija. Dazniausiai nau-
dojamos: kvadratiné f{x) = B, + p,x + P,x% logaritmineé f(x) = B, + p;log(x)
ar eksponentiné

f(x) = Bo + Prexp(P,x) (10.3)

funkcijos; ¢ia By, By, B, — regresijos funkcijos koeficientai — regresinio mode-
lio parametrai. Vertinant keliy faktoriy jtakg atsakui, dazniausiai naudoja-
ma tiesiné keliy kintamuyjy funkcija

Sx1 %5 oo %) = Bo + Prxy + BoXy + oo + PrXi (10.4)
arba
fx %5 0o %) = a4+ exp(Bo + Prxy + Poxs + oo + Prxp). (10.5)

Pagal nepriklausomy kintamujy skaiciy ir regresijos funkcijos f(x) pobudj

parametriniai regresiniai modeliai skirstomi j:

« vieno kintamojo tiesine regresija: f(x) = a + px;

o keliy kintamyjy (daugialype) tiesing regresija:
SO0 %y ) = Bo + Puxy + Poxy + o+ Prxis

o netiesine regresija: f(x) ar f(x) netiesiné parametriné funkcija (f(x) gali
bati kvadratiné, logaritminé ar eksponentiné; keliy kintamyjy netiesinés
regresijos pavyzdys - (10.5) funkcija).
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Sudarant bet kurio tipo regresinj modelj, skiriami 3 etapai: 1) modelio (reg-
resijos funkcijos) parinkimas; 2) regresijos funkcijos vertinimas; 3) modelio
diagnostika. Trumpai juos aptarsime.

1. Regresijos kreivé turi atspindéti biologiniais principais grindziama rysj
tarp atsako ir faktoriaus. Apie ry$io tarp faktoriaus ir atsako reik§miy po-
budj galima spresti pagal X ir Y skaidos diagramg. Jei didéjant X, atsako
reik§més turi tendencija didéti ar mazéti tiesiskai, naudojama tiesiné regre-
sija. Jei Y kitimas yra netiesinis arba nemonotoninis, parenkama atitinka-
ma netiesiné ar nemonotoniné parametriné regresijos kreivé. Jei yra daug
(n>100) X ir Y matavimy bei rysio tarp X ir Y pobudis sudétingas, galima
naudoti neparametrine regresija. Sudarant daugiamatj regresinj modelj, ba-
tina nustatyti, kokie faktoriai reikalingi regresiniam modeliui, t. y. batina
biologiskai ir statistiSkai pagristi rysj tarp i daugiamatj modelj jtraukiamo
faktoriaus ir atsako.

2. Parinkus regresijos funkcijos tipa, buitina $ig funkcijg identifikuoti (jver-
tinti) remiantis duomenimis. Jei f{x) - neparametriné funkcija, ji vertina-
ma neparametriniais metodais (10.10 skyrius). Jei flx) — parametriné funk-
cija, pavyzdziui, (10.3-10.5), batina jvertinti jos nezinomus parametrus
Bo» Bi - Bx- Siy parametry jverciai parenkami taip, kad regresijos funkcija
baty kuo ,ar¢iau® Y reik§miy. Tai atliekama maziausiy kvadraty metodu
minimizuojant nezinomy parametry atzvilgiu tikslo funkcija:

L=>" w,(y, - f(x",..x")) (10.7)

diaw;, i=1,2 ... n - svoriai, dazniausiai parenkami atvirks¢iai proporcin-
gi paklaidos dispersijai De;. Funkcijos L minimizavimas suprantamas taip:
flx) parametrai parenkami taip, kad L reik§mé buty maziausia. Netiesi-
nés regresijos atveju naudojami $ie svoriai w; = (Dg;)V2, w; = (y;)"! arba
w; = (f(x;))"". Nezinomi regresijos funkcijos parametrai apskai¢iuojami tiks-
lo funkcijos L dalines i$vestines parametry atzvilgiu prilyginus 0 ir i$spren-
dus lygciy sistema.

3. Ivertinus nezinomus regresinio modelio parametrus, bittina patikrinti, ar
turimi duomenys (x;, y;), i = 1, 2 ... n atitinka pasirinktg regresinj modelj —
turi bati atliekama modelio suderinamumo analizé (significant test) ir verti-
namas duomeny atitiktis modeliui (goodness of fit).

Tiriant regresinio modelio suderinamuma, butina nustatyti, ar faktoriaus X
kitimu, kuris pateiktas regresijos kreive, galima paaiskinti tam tikrg dalj
atsako kitimo. Jei taip néra, parinktas regresinis modelis netinka; jj reikia
pertvarkyti parinkus kita regresijos kreive arba konstatuoti rysio tarp $io
faktoriaus ir atsako nebuvimg. Jei f(x) yra parametriné funkcija ir konsta-
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tuojama, kad dalj Y kitimo galima paaiskinti faktoriaus kitimu (tai nustato-
ma atmetus atitinkamg nulin¢ hipoteze), batina patikrinti, ar butent tokio
pavidalo funkcija turi buti regresiniame modelyje. Pavyzdziui, nustatyta,
kad kvadratinés funkcijos flx) = By + Bx + P,x* kitimu galima paaiskinti
20 % atsako kitimo. Taciau gal tg pacia atsako kitimo dalj baty galima pa-
aiskinti paprastesne — tiesine funkcija f(x) = B, + f,x? Kitaip tariant, batina
patikrinti hipotezeg, ar visi f(x) parametry jverciai reik$mingai skiriasi nuo 0.
Jei j regresinj modelj jtraukti keli faktoriai, bitina patikrinti hipotezg, ar visi
faktoriai modelyje reikalingi, t. y. ar regresinio modelio koeficienty prie $iy
faktoriy jverciai reik§mingai skiriasi nuo 0 (yra reik§mingi). Jei kai kurie re-
gresijos funkcijos koeficienty jverciai nereik§émingi, regresijos funkcijg rei-
kia pertvarkyti: vieno faktoriaus atveju - f(x) supaprastinti, keliy kintamuyjy
tiesinés regresijos atveju — j modelj netraukti faktoriy, prie kuriy esantys
koeficientai néra reik§mingi.

Konstatavus regresinio modelio tinkamumg, bitina patikrinti, ar jis gerai
atspindi turimus duomenis, t. y. ar skirtumy y; - f(x;) skirstinys yra nor-
malusis su vidurkiu, lygiu 0, bei nuo X nepriklausancia dispersija, ir ar skir-
tumai y; - f(x;) néra koreliuoti; ¢ia f(x,) - funkcijos f(x;) jvertis.

10.3. Tiesiné vieno Kintamojo regresija

Tiesinés vieno kintamojo regresijos modelis apibréziamas taip:

¢ia (x, y1), (%, ¥5) ... (x,,, ¥,) — individo faktoriaus ir atsako j jj reikSmés,
g; - nepriklausomi normalieji ats. d., air B - skaitiniai koeficientai - modelio
parametrai. Siame modelyje apsiribosime homoskedastiskais duomenimis
(10.2apav.),t.y. Dg;=0%i=1,2..n.

Tiesé y = a + Px vadinama regresijos tiese; a ir B — tiesés parametrai. o yra
lygties laisvasis narys (intercept); a — tai atkarpa, kurig tiesé a + Bx atkerta
Y asdyje (10.4 pav.). § yra tiesés krypties koeficientas (slope), vadinamas regre-
sijos koeficientu. p parodo, kiek pakinta y, kai x pakinta vienetu (10.4 pav.).
Jei B yra teigiamas, didéjant x, didéja ir y; jei P neigiamas, didéjant x, ma-
zéja y. Kuo B absoliuc¢iu dydziu didesnis, tuo staigiau tiesé kyla ar leidziasi
(10.4 pav.).

Kaip minéta, tiesinés regresijos prielaidos: € - nepriklausomi, be to
& ~ N(0, 6?), x — neatsitiktinis bei tarp Y ir X yra tiesiné priklausomybé
(modelio forma yra korektiska). Todél esant fiksuotai faktoriaus reiksmei x,
priklausomas kintamasis y turi normalyjj skirstinj su vidurkiu a + Bx ir dis-
persija 0.
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10.4 pav. Tiesés y = o + x parametry o ir 5 geometriné prasmé

Regresijos modelyje (10.8) esantys parametrai o ir  — neZinomi, juos reikia
jvertinti remiantis turimais duomenimis. Nezinomy parametry o ir {§ jver-
¢iai a ir b randami minimizavus suma (a ir b funkcija)

Z,«=1(yi _a_bxi)2 (10.9)
— atskirg tikslo funkcijos L atveji su w; = 1,i =1, 2 ... n. Suma (10.9) yra y;
atstumy nuo tiesés a + bx; (10.5 pav.) kvadraty suma. Kitaip tariant, regresi-
jos tiesés parametry jverciai a ir b parenkami taip, kad regresijos tiesé biity
kuo arc¢iau y, reik§miy.

Nustacius funkcijos (10.9) iSvestines nezinomy parametry atzvilgiu, prily-
ginus jas nuliui ir i$sprendus lyg¢iy sistema, gaunama, kad suma (10.9) yra
maziausia, kai:

b= Z:;](xi _')—C)(yi -¥)
Zj:l (x; = %)

dia X = Z; x,/n, y= Z; ¥, /n. Nezinomos atsitiktinés paklaidos dis-

a=7—bx; (10.10)

persijos 0% jvertis S, lygus: s¢ = z; v, =9,)/(n=2),3, =a+bx, .

Y a X4)4

X5)s

X

10.5 pav. y; atstumas nuo regresijos tiesés
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Parametry jverciai a ir b yra atsitiktiniai dydziai (nes y; yra atsitiktiniai),
todél bitina jvertinti ne tik jy reiksmes, bet ir kitimo rodiklj - standartine
paklaida. a ir b standartiniy nuokrypiy jverciai — standartinés paklaidos —
lygas:

1/2
—2 s

X _ 0 ]
IRERES) B (e -9)"

Tiesinés regresijos lygties koeficienty a ir p pasikliautinieji intervalai kons-
truojami analogiskai normaliojo skirstinio vidurkio pasikliautiniesiems in-
tervalams (4.2 skyrius):

1
se(a) =s,| —+
n

atiy.p,(n—2)se(a); bxt,, , ,(n-2)se(b)

Parametry o ir B jverciai a ir b yra jautris isskirtims — €; nuokrypiams nuo
normalumo. 10.6 pav. pateiktos regresijos kreivés parametry jverciy reiks-
més duomenims be i$skirties (a) ir atsiradus i$skir¢iai (b). 10.6 pav. matyti,
kad, atsiradus i$skirciai, regresijos koeficiento b reik§mé sumazéjo beveik
dvigubai - nuo 0,319 iki 0,162.

Regresijos tiesés o + x jvertis yra a + bx. Visai regresijos tiesei taip pat nu-
statoma pasikliautinoji sritis (10.7 pav.):

1/2
o 1 (x=x)
y+b(x—x)it(l+P)/2(n—2)s0 l+;+n—_2
Zi=1(x" -X)
¢ia P - pasikliovimo lygmuo.
y = 32,469 +0,319%x a y =49,514 + 0,162*x b
74 L 74
go 70 E" 70
E 66 E 66
4 62 4 62
e T N N N 1Y i
85 95 105 115 125 135 145 85 95 105 115 125 135 145
SAS, mmHg st. SAS, mmHg st.

10.6 pav. Regresijos kreivés parametry jverciai:

a - be isskirties (a = 32,47; se(a) = 6,03; b = 0,319; se(b) = 0,053);
b - atsiradus isskirciai (a = 49,51; se(a) = 7,93; b = 0,162; se(b) = 0,07)
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y = 32,45+0,319%x
78 p
7
o /
76 .
'
74 ° . L
7 - ka8
72 . ~ >
7z -
2 70 oo /,'e e
%D < 7T / - -
g 68 -8
E - “ e
¥ 66 - -
< _ 7 -
N . o o
L7 -
62 — °
'
pd
60 =
7
58 -
85 90 95 100 105 110 115 120 125 130 135 140
SAS, mmHg st.

10.7 pav. Regresijos tiesés pasikliovimo sritis

Dydziai y, = a + bx yra regresiniu modeliu jvertintos atsako reik§mes. Skir-
tumai tarp atsako faktiniy ir modeliuoty reik§miy e; = y, - ¥, = y; - (a + bx))
vadinami likuciais (residual). Likuciy analizé padeda jvertinti sudaryto mo-
delio adekvatumg - atitiktj realiems duomenims.

10.4. Regresijos tiesés tinkamumo (adekvatumo) tyrimas

Regresijos tiesé reikalinga tam, kad, zinant faktoriaus reik§me, ja remiantis
bty galima jvertinti atsako reik§me. Taciau regresijos modelis neturi pras-
meés, jei paklaidy (likuciy) dispersija néra mazesné uz atsako. Taigi, jverti-
nus regresijos kreivés parametrus, reikia patikrinti hipoteze, ar faktoriaus X
tiesinis kitimas reik§mingai sumazina atsako Y dispersija, t. y. ar modelyje
(10.8) B = 0. Atsako dispersija vertinama y; skirtumy nuo vidurkio kvadraty
suma. Sig suma galima igskaidyti j dvi dedamasias taip:

z:;l(yi_y)z = Z;(}A’i_j})z T Z:Zl(yi_);i)z (10'11)

Skirtumy nuo vidurkio Kvadraty suma, Skirtumy nuo regresijos tiesés
kvadraty suma salygota regresijos (likuciy) kvadraty suma
SST (Total SS) SSR (Regress SS) SSE (Residual SS)
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SST reikimé vertina visa atsako kitimg, SSR reik§mé apibudina, kaip p,
reik§meés skiriasi nuo atsako reik§miy vidurkio, SSE reik§mé vertina regre-
sinio modelio paklaidas.

Jei konkre¢ioms X ir Y reik$méms apskaiciuota atsitiktiniy paklaidy nuo
regresijos tiesés kvadraty sumos SSE reik§mé nedaug skiriasi nuo SST, t. y.
jei SSR reik§meé yra palyginti nedidelé, galima jtarti, kad nebutina faktoriaus
jtraukti j regresinj modelj (10.8) — kintant X, atsako vidurkis tiesiskai nekin-
ta. Todél, analizuojant (10.8) modelio tinkamumg, tikrinama nuliné hipote-
zé Hy: B= 0 su alternatyva H;: B # 0. Nulinei hipotezei tikrinti naudojamas
F kriterijus su statistika:

_ SSR_(SST—SSE) _ SSE,,, — SSE _
s> SSEAn-2)  SSE/n-2)

¢ia SSEy, = SST - likuciy kvadraty suma, kai = 0 (teisinga H;). Esant tei-
singai nulinei hipotezei, statistika F turi FiSerio skirstinj su (1, n - 2) lais-
vés laipsniy. Jeigu F kriterijaus p reik§mé yra mazesné uz 0,05 (arba F >
Fy05(1; (n - 2); ¢ia F5(1; (n - 2)) yra Fierio skirstinio su (1, n — 2 ) laisvés
laipsniy 0,95 eilés kvantilis), galima teigti, kad regresijos tiesé reik§mingai
sumazina atsako dispersija, t. y. Y kinta ne tik dél atsitiktinumo, bet ir dél
X kitimo. Jei p = 0,05, hipotezei H nepriestaraujama (¢ia o = 0,05).

Nulinei hipotezei Hy: f = 0 (kintant X, atsako vidurkis nekinta) tikrinti
naudojamas ir t kriterijus su statistika ¢ = b/se(b). Esant teisingai nulinei
hipotezei, t skirstinys yra Stjudento su (n - 2) laisvés laipsniy. Analogiskai
tikrinama ir Hy: a = 0.

Regresiniy modeliy koeficientai dazniausiai vertinami statistiniais paketais.
Juose pateikiami koeficienty jverciai a ir b, jy standartinés paklaidos, t kri-
terijaus, skirto nulinéms hipotezéms ,, = 0“ ir ,,a = 0 tikrinti, statistikos
ir jo dvipusés p reik§meés. Tikrindami H: B = 0 (a0 = 0) su alternatyva H:
B # 0 (a # 0), Hy atmetame, jei p mazesné uz pasirinkta reik§mingumo ly-
gmenj. Teigiama, kad b reik§mingai skiriasi nuo 0. Jei b > 0 ir H, tikrinama
su vienpuse alternatyva H;: > 0, tuomet H, atmetama, kai p/2 mazesné uz
pasirinktg reik§mingumo lygmenj, ir teigiama, kad koeficientas b reik§min-
gai virsija 0. Tokiu atveju daroma i$vada, kad, didéjant X, atsako vidurkis
irgi didéja. H, su altenatyva ( < 0) tikrinama analogiskai.

Kiekybinis tiesinés regresijos ,gerumo* matas yra daugialypis koreliacijos
koeficientas R, lygus koreliacijos koeficiento tarp Y ir X reik§miy moduliui,

ir determinacijos koeficientas R? - koreliacijos koeficiento tarp Y ir X reiks-
miy kvadratas. R? iSrei$kiamas taip:

R*=1 - SSE/SST = SSR/SST.
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R? reik§meé rodo, kokig dalj atsako kitimo galima paaiskinti tiesinés regresijos
modeliu - faktoriaus X kitimu. Kuo R? artimesnis 1, tuo regresinis modelis
geresnis: tuo daugiau atsako kitimo paai$kinama faktoriaus kitimu. F krite-
rijus, pateiktas skyriaus pradzioje, ir yra skirtas tikrinti hipoteze Hy: R* = 0.

Nustacius, kad regresijos koeficientas (3 (10.8) modelyje néra lygus 0, skirtu-
mu y; - ¥, jvertinamos paklaidy ¢; reik§més bei tikrinama modelio atitiktis
duomenims: ar likudiai (residuals) e; = y; - J, nekoreliuoti ir ar jy skirstinys
yra normalusis su dispersija, nepriklausancia nuo X. Taip pat aktualu rasti
likuciy isskirtis — (x;, y;) reikSmes, neatitinkancias sudaryto modelio.

Ar regresinis modelis tinkamas duomenims modeliuoti, galima spresti ir
pagal likuciy grafikus. Pavyzdziui, norint nustatyti, ar e, i = 1, 2 ... n, dis-
persija vienoda visiems x; (duomenys homoskedastiski), bréziama (x; e;)
skaidos diagrama. Homoskedastiskumo prielaidg galima patikrinti ir tai-
kant F kriterijy dviejy populiacijy dispersijy lygybei. Siuo atveju lyginamos
likuciy, skai¢iuoty reiksméms x; < x, ir x; > x,, dispersijos; ¢ia x, — reik§mé
i$ faktoriaus reik$miy intervalo (vidurkis, mediana, kvartilis).

Likudiy ey, e, ... e, normalumg su parametrais (0, Sg ) galima tikrinti naudo-
jant Kolmogorovo-Smirnovo bei asimetrijos ir eksceso kriterijus (6.7 sky-
rius). Nukrypimui nuo normalumo bei likuciy i§skirtims nustatyti kiekvie-
nai (x;, y;) reik$mei statistiniuose paketuose skai¢iuojama: stebéjimo jtakos
indeksas (leverage statistics), standartizuota liekana (studentized residuals)
bei Kuko matas (Cook distance).

Stebéjimo (x;, y;) jtakos indeksas h; parodo, kaip regresijos koeficienty jver-
¢iai priklauso nuo i-tojo individo reiksmeés (x;, y;). h; lygus:

l_'_ ('xi _3?)2
" ZLI (x; _f)z

Kuo didesng jtaka (x;, y;) turi a ir b dydziui, tuo h; didesnis. Reik§mé (x;, y;)
laikoma i$skirtimi, jei h; > 4/n arba net h; > 6/n.

h =

Standartizuota liekana SR; yra standartizuota e; reiksmé. Ji skai¢iuojama
taip: SR, = e, /(s,+/(1— A, ). Standartizuoty liekany vidurkis lygus 0, imties
dispersija — 1; taigi SR;, SR, ... SR, skirstinys yra standartinis normalusis.
Todél SR, reik§mes turi atitikti sigmy taisykle (2.5 skyrius): 95 % SR; reiks-
miy turi bati tarp -1,96 ir 1,96 bei praktiskai visos SR; reik§més absoliuciu
dydziu turi bati mazesnés uz 3. Jei taip néra, galima jtarti, kad duome-
nys regresinio modelio neatitinka. Reik§mé (x;, y;) laikoma i$skirtimi, jei
|SR;| > 3.
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Kuko matas D; parodo, kaip pasikeicia regresijos koeficienty jverciai, gauti
naudojant visus duomenis ir duomenis be i-tojo individo reik§més (x;, ;).
Reiksmé (x;, y;) laikoma i$skirtimi, jei D, >1. Kai kurie autoriai rekomenduo-
ja (x;, y;) laikyti i$skirtimi, jei D; > 4/(n - 2) ar D; > 4/n.

e;nekoreliuotumui tikrinti naudojamas Darbino-Vatsono (Darbin-Watson)
kriterijus. Jis skirtas tikrinti hipotezg, ar koreliacijos koeficientas tarp ¢;ir ¢; |
p lygus 0: Hy: p = 0; Hy: p # 0. Darbino-Vatsono kriterijaus statistika d lygi:

d :(Z;(ei _eH)z) /(ijleiz)'

Ji kinta nuo 0 iki 4. Jei d artima 2, labai tikétina, kad reik§meés e, néra kore-
liuotos. Jei d artimas 0 arba 4, galima tvirtinti, kad koreliacijos koeficien-
tas tarp ¢; ir €;_; p nelygus 0. H, priémimo ar atmetimo taisyklé pateikta
(10.8 pav.): pagal n ir pasirinkta reik$mingumo lygmenj a lentelése parenka-
mos dy ir d; reik§més. Jei d < d; arba d > 4 — d;, H, atmetama ir tvirtinama,
kad p # 0 (g; — koreliuoti dydziai). Jei dy; < d < 4 — dy, priestarauti H, néra
pagrindo (p=0).Jeid, < d < dyarba4 - dy < d <4 - d, statistinés i$vados
apie likuciy koreliuotuma daryti negalima.

p#0 Neaisku p=0 Neaisku p#0

0 d dy 2 4—dy 4—dp 4
10.8 pav. Darbino-Vatsono statistikos reikSmiy interpretavimas

10.5. Tiesinés regresijos modelio sudarymo pavyzdys

10.1 pavyzdys. Zinoma: kuo didesnis naujagimio gimimo svoris (GS), tuo
mazesnis procentinis jo svorio padidéjimas per 3 ménesius. 10.2 lenteléje
pateikti 32 naujagimiy gimimo svorio ir jo padidéjimo tarp 70 ir 100 dienos
procentais duomenys ([1]). Sie rodikliai tarpusavyje susije: koreliacijos koe-
ficientas tarp jy absoliu¢iu dydziu yra gana didelis - 0,67. Be to, naujagimio
svorio procentinis padidéjimas yra atsakas i faktoriy — gimimo svorj. Todél
tikslinga sudaryti tiesinés regresijos modelj svorio padidéjimo per 3 mén.
procentui jvertinti, kai Zinomas naujagimio gimimo svoris.

Tiesinés regresijos parametry jverciai a ir b, jy standartinés paklaidos, t kri-
terijaus, skirto hipotezei apie parametry reik$minguma (lygybe 0) tikrinti,
statistikos ir atitinkama p reik$émé pateikti 10.3 lenteléje. Lentelés apacioje
nurodyti regresinio modelio kokybeés rodikliai: R, R?, F ir p reik§més bei
paklaidy ¢; standartinio nuokrypio jvertis s,.
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10.2 lentelé. 32 naujagimiy gimimo svorio (GS) ir jo padidéjimo tarp 70 ir 100
dienos procentais duomenys

Nr. GS, g Padidéjimas, % Nr. GS, g Padidéjimas, %
1. 3150 68 17. 5469 27
2. 4900 63 18. 5513 60
3. 4856 66 19. 5338 71
4. 4681 72 20. 5513 88
5. 5206 52 21. 5556 63
6. 4025 75 22. 3763 88
7. 5513 76 23. 6213 53
8. 3500 118 24. 577 50
9. 3544 120 25. 3806 111
10. 3675 114 26. 5381 59
11. 5031 29 27. 5819 76
12. 5163 42 28. 4638 72
13. 5600 48 29. 4506 90
14. 5600 50 30. 5163 68
15. 5381 69 31. 4988 93
16. 5075 59 32. 4113 91

10.3 lentelé. Parametry jverciai, jy standartinés paklaidos, t kriterijaus statistikos
ir p reiksmeés

Parametrai Parametry jverciai | Standartiné paklaida t p
a 167,87 19,883 8,44 <0,00001
b -0,0198 0,004 -4,92 0,00003

R =0,668; R* = 0,4465; F = 24,2; p < 0,00003; s, = 17,8.

Taigi regresijos lygtis, skirta naujagimio svorio padidéjimo procentui, pri-
klausomai nuo gimino svorio, apskaiciuoti, yra tokia: y = 167,87 - 0,0198 X x,
arba

(svorio padidéjimo %) = 167,87 - 0,0198 x (gimimo svoris).

Abu koeficientai yra reik§mingi, nes t kriterijaus p reik§més mazesnés net uz
0,001. Determinacijos koeficientas lygus 0,4465 - jis reik$mingai virsija 0,
nes F kriterijaus p reik§mé mazesné uz 0,00003. Remdamiesi tokia deter-
minacijos koeficiento reik$me, galime tvirtinti, kad 44,65 % svorio padidé-
jimo kitimo galima paai$kinti GS kitimu. Gimimo svorio ir jo procentinio
padidéjimo skaidos diagrama bei regresijos tiesé su pasikliautinaja sritimi
pateikta 10.9 pav. 10.4 lenteléje nurodomos faktoriaus x;, atsako y;, svorio
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padidéjimo procentais reik§més, jvertintos regresiniu modeliu ;» likuciy
e; = y; - ¥, standartizuoty liku¢iy SR, stebéjimo jtakos indekso /; bei Kuko

mato D; reik§més.

Svorio padidéjimas per 3 ménesius, %

140
L y=167,87-0,0198 x x
120 S~< P
~7 .
~_ ®
100 \\
L S~ L
‘“~~~~ ° ¢ ‘\: °
80 B - A
o “~. Sl ° °
S~ o0 ~
° ~~\~.. '.o~‘§~
< o T~
60 L. T =<
[} \\\: ° L[]
40 A
g ° \\\x
20
3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500

Gimimo svoris, g

10.9 pav. Gimimo svorio ir jo padidéjimo procentais skaidos diagrama bei
regresijos tiesé su pasikliautingja sritimi

10.4 lentelé. Faktoriaus (x,), faktinés (y,) ir jvertintos (9;) atsako reiksmeés,
likuciy e, standartizuoty likuciy SR,, stebéjimo jtakos indeksy h; bei
Kuko mato D; reiksmeés

Nr. X; Vi 7 e; SR; h; D,

1. 3150 68 105,64 -37,64 -2,115 0,1852 0,6239
2. 4900 63 71,07 -8,07 -0,453 0,0313 0,0034
3. 4856 66 71,93 -5,93 -0,333 0,0313 0,0019
4. 4681 72 75,39 -3,39 -0,190 0,0334 0,0006
5. 5206 52 65,01 -13,01 -0,731 0,0364 0,0105
6. 4025 75 88,35 -13,35 -0,750 0,0693 0,0225
7. 5513 76 58,96 17,04 0,957 0,0510 0,0260
8. 3500 118 98,72 19,28 1,083 0,1295 0,1002
9. 3544 120 97,86 22,14 1,244 0,1234 0,1243
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Nr. X; Vi » e; SR; h; D;

10. 3675 114 95,27 18,73 1,053 0,1063 0,0737
11. 5031 29 68,47 -39,47 -2,218 0,0323 0,0848
12. 5163 42 65,88 -23,88 -1,342 0,0351 0,0339
13. 5600 48 57,24 -9,24 -0,519 0,0570 0,0086
14. 5600 50 57,24 -7,24 -0,407 0,0570 0,0053
15. 5381 69 61,56 7,44 0,418 0,0436 0,0042
16. 5075 59 67,61 -8,61 -0,484 0,0330 0,0041
17. 5469 27 59,83 -32,83 -1,845 0,0484 0,0908
18. 5513 60 58,96 1,04 0,058 0,0510 0,0001
19. 5338 71 62,42 8,58 0,482 0,0415 0,0052
20. 5513 88 58,96 29,04 1,631 0,0510 0,0754
21. 5556 63 58,10 4,90 0,275 0,0539 0,0023
22. 3763 88 93,54 -5,54 -0,311 0,0959 0,0057
23. 6213 53 45,14 7,86 0,442 0,1204 0,0152
24. 5775 50 53,78 -3,78 -0,212 0,0712 0,0019
25. 3806 111 92,67 18,33 1,030 0,0909 0,0583
26. 5381 59 61,56 -2,56 -0,144 0,0436 0,0005
27. 5819 76 52,91 23,09 1,297 0,0753 0,0740
28. 4638 72 76,25 -4,25 -0,239 0,0345 0,0011
29. 4506 90 78,84 11,16 0,627 0,0387 0,0082
30. 5163 68 65,88 2,12 0,119 0,0351 0,0003
31. 4988 93 69,34 23,66 1,330 0,0317 0,0299
32. 4113 91 86,62 4,38 0,246 0,0620 0,0021

I§ 10.4 lentelés matyti, kad né viena SR; reiksmé absoliu¢iu dydziu nevir-
$ija 3 bei dvi (6,25 %) |SR;| reik§mes (1 ir 11) virsija 1,96. Taigi, remiantis
standartizuotais likudiais, ¢; normalumui priestarauti néra pagrindo. Nu-
statant i$skirtis pagal stebéjimo jtakos indeksg, y; laikytume i$skirtimi, jei
h; > 4/n = 0,125 arba kai h; > 6/n = 0,187. 10.4 lenteléje matyti dvi reiks-
més: h; = 0,1852 ir hy = 0,1295 virsija 0,125; taigi 1 ir 8 individo svorio
padidéjimo procento reik$mes galima jtarti esant iSskirtimis. Taciau Sios abi
reik§meés nevirsija 0,187. Visos D; reik§més 10.4 lenteléje mazesnés uz 1, tik
D, = 0,6239 virsija 4/n = 0,125. Taigi pagal Kuko mato, stebéjimo jtakos
indekso ir standartizuotos liekanos reik§mes isskirtimi galima jtarti pirmo
naujagimio svorio padidéjimo procents.

Darbino-Vatsono statistikos reiksmé d lygi 1,39. I$ lentelés suzinome:
d, = 1,26; d; = 1,39. Kadangi d; < d < d, daryti i$vadg apie paklaidy kore-
liuotuma néra pagrindo.
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10.6. Kai Kurie tiesinés regresijos naudojimo aspektai

Svoriné regresija. Sakykime, kiekvienai faktoriaus reik§mei atlikta po keleta
atsako matavimy ir kiekviename taske x; apskaiciuotos $iy duomeny skaiti-
nés charakteristikos: atsako reiksmiy vidurkis y,, standartinis nuokrypis s;
ir standartiné paklaida se; (10.5 lentelé). Tokia tyrimo schema gali buti atlie-
kama, pavyzdziui, vertinant vaisto dozés X jtaka ligonio sistoliniam kraujo-
spadziui: 10.5 lenteléje x;, X, ... X, — vaisto dozé, y;;, ¥ ... Vini — #; ligoniy,
kurie vartojo x; doze, SAS reik§meés, y;, s;, se; = Si/\/”T[ — SAS vidurkis, stan-
dartinis nuokrypis ir standartiné paklaida.

10.5 lentelé. Atsako matavimai jvairioms faktoriaus reikSméms

Xreik§meé | Atsako reik§més | Vidurkis Standartinis Standartiné
nuokrypis paklaida
Xy Yiv V12 Yim iz Sy sé;
X Va1 Va2 s Yon2 Y S N2
X Vi Y2 -+ Yink Yk Sk Sey

Nustacius, kad vaisto dozé daro jtaka SAS dydziui, aktualu sudaryti regresi-
nj modelj, skirtg jvertinti y,, y, ... y, pagal x;, x, ... x; reik§mes, t. y. sudaryti
tiesinés regresijos modelj:

Vi=a+Px+e,i=1,2. k. (10.12)

Jei Yits Yiz - Vins SKirstinys yra normalusis su vidurkiu a + Bx; ir dispersija 6/,
tai ¥, skirstinys yra normalusis su tuo paciu vidurkiu ir dispersija & }/n,.
Taigi ¢; modelyje (10.12) yra normalusis ats. d. su nuliniu vidurkiu ir dis-
persija, lygia & ’/n,, ir jei & bei n; yra nevienodi - 10.5 lentelés duomenys
heteroskedastiski (10.3 pav.): vienai faktoriaus reik§mei Y vidurkis jvertintas
patikimiau negu kitai ir t. t. Todél tas pats regresijos tiesés atstumas iki tasko
V:, sakykime d, bus nevienodas standartinio nuokrypio ar standartinés pa-
klaidos atzvilgiu — jis bus lygus d/s; standartiniy nuokrypiy. Kuo s; mazesnis,
tuo dy/s; didesnis ir atvirksciai - taigi regresijos tiesé turéty bati atitinkamai
ar¢iau tasky y, su mazesne s;ar se;. Todél regresijos tiesés parametry jverciai
randami minimizavus (10.9) sumg su svoriais:

z; w,(y, —a _bxi)z;
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2 2
Cia w, :M arba : :M, IL] w, =n
> (Usel) > sh
Tuomet regresijos lygties koeficienty jverciai lygas:
k — [
b= VNV Ty g = b, X, = (l/n)Z:f:1 W, X,

k 2 —2
WX —nxy

k —
v, =Un)y, wy,.

Hipotezé apie regresijos tiesés parametrus. Kartais regresijos tiesé suda-
roma tam, kad buty galima palyginti kiekybinio rodiklio reik§mes, gautas
skirtingais metodais. Pavyzdziui, arterinis kraujospiidis matuojamas prie-
taisu A ir patobulintu prietaisu B. Zinoma, dél atsitiktiniy paklaidy abiem
prietaisais ty paciy SAS reik§miy negausime; taciau viso arterinio kraujo-
spudzio diapozono skirtumai tarp abiem prietaisais i$matuoty SAS reik§miy
turi bati atsitiktiniai su vidurkiu, lygiu 0 (sisteminés paklaidos neturi bati),
ir pastovia dispersija. Prietaisy kokybei palyginti atliekamas eksperimen-
tas: tam paciam individui prietaisu A nustatoma SAS reik§mé x;, prietaisu
B - reiksmeé y,. Jei patobulintas prietaisas fiksuoja SAS reiksmes be siste-
minés paklaidos, turi bati teisingas toks y; priklausomybés nuo x; modelis:
¥; = X; + €, ¢ia Eg; = 0, De; = 0. Taigi regresijos tiesé tarp SAS matavimy B
ir A prietaisais tokia: y = x — modelyje (10.8) turi bati a = 0, p = 1. Norint
patvirtinti $ig prielaida, batina tikrinti hipoteze Hy: a =0, p = 1.

Hipotezé apie regresijos tiesés parametry a ir B lygybe konkrec¢iam skaic¢iui
tikrinama taip. Sakykime, tikrinama Hy: p = B, su alternatyva Hy: p # f,.
H, tikrinti skaic¢iuojama t kriterijaus statistika t = (b - B,)/se(b). Kadangi,
esant teisingai H,, statistikos ¢ skirstinys yra Stjudento su (n - 2) laisvés
laipsniy, H, atmetama, jei || > t,_,,,(n - 2); ¢ia a - reik§mingumo lygmuo,
ti_an(n = 2) - Stjudento skirstinio su (n — 2) laisvés laipsniy (1 - o/2) lygio
kvantilis. Kai || < t,_y,(n - 2), nepriestaraujama teiginiui, kad parametras {8
lygus duotam . Jei H tikrinama su alternatyva H;: p > B, H, atmetama,
kai t > t,_,(n - 2), ir H, nepriestaraujama, kai t < t,_,(n - 2). Analogiskai
tikrinama ir hipotezé apie parametro a lygybe skaic¢iui: Hy: o = a, su alterna-
tyva Hy: a # a,. Siuo atveju t kriterijaus statistika lygi: t = (a - a,)/se(a). Mi-
nétoms nulinéms hipotezéms tikrinti gali buti skai¢iuojami regresijos tiesés
parametry o ir B pasikliautinieji intervalai. Jei | parametro o ir B pasikliauti-
nuosius intervalus patenka atitinkamai 0 ir 1, galima tvirtinti, kad regresijos
tiesé tarp rodiklio matavimy B ir A metodais yra y = x ir abiem metodais
gaunami vienodi rezultatai.
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10.7. Keliy kintamujy (daugialypé) tiesiné regresija

Sakykime, kintamasis Y yra atsakas j keliy tiesiskai nepriklausomy faktoriy
XM, X@ . X® (arba daugiamatio faktoriaus X) poveikj. Jei tarp kiekvieno
i$ 8iy faktoriy ir Y konstatuojamas tiesinis rysys bei suminis faktoriy povei-
kis atsakui iSreiSkiamas tiesine faktoriy kombinacija, tai Y priklausomybei
nuo X = (XW, X@ .. X®) modeliuoti dazniausiai naudojamas daugialypés
tiesinés regresijos modelis:

Y, =By +Bx” +Byx® + .+ B x™ +e (10.13)
cia (x, x. x y) (x0, xP x W) ) — individy faktoriaus ir atsako

imtis, By, B; ... P — modelio koeficientai, ¢, — atsitiktinés paklaidos. Siame
modelyje daroma prielaida, kad:

o ¢ — nepriklausomi ats. dydziai, turintys normalyjj skirstinj su vidurkiu,
lygiu 0, ir dispersija 0%

o faktoriy reik§més yra neatsitiktinés ir tiesiskai nepriklausomos, t. y. fak-
toriaus X reik§miy negalima isreiksti likusiy faktoriy tiesine kombi-
nacija.

Dviejy faktoriy atveju (k = 2) regresijos funkcija y = B, + B,x” + B,x? yra

plokstuma trimatéje erdvéje, o y; reik§meés iSsibarsciusios aplink §ig ploks-

tumg. Kai k > 2, regresijos funkcija E(Y|X=x) =B, +Bx" +p,x +...+p,x"
yra hiperplokstuma k + 1 matavimo erdvéje; ja jsivaizduoti sunku.

Nezinomy koeficienty By, B, ... By iverciai by, b, ... by nustatomi maziausiy
kvadraty metodu, minimizuojant funkcija L, apibréztg pagal (10.7) formu-
le suw, = 1ir f(...) = b, +bx" +...+ b x™. Kitaip tariant, koeficientai
b, by ... by parenkami taip, kad y; reik§meés buty kuo ar¢iau modeliuotos
reik$més P, = b, +b,x" +..+b,x". Dviejy faktoriy atveju koeficien-
tai by, by, b, parenkami taip, kad y; reik$més buaty kuo aréiau plokstumos
y = by +bx" +b,x”. Funkcija L minimizuojama taip: randamos L i§vesti-
nés parametry b atzvilgiu ir prilyginamos 0. I$sprendus $ig (k + 1) tiesiniy
lygciy sistema, nustatomi parametry P jverciai b. Statistiniuose paketuose
pateikiami koeficienty P jverciai b ir jy standartinés paklaidos; taip pat pa-
teikiamas atsitiktinés paklaidos dispersijos jvertis Sg . Koeficiento b, reik$me
galima interpretuoti taip: b; parodo, kiek pakinta atsako reik§mé, X padi-
déjus vienetu, kai likusiy faktoriy reik§més yra fiksuotos.

Nustacius koeficientus by, b, ... by, pereinama prie kito regresinés analizés
etapo — modelio suderinamumo analizés. Pries interpretuojant ar naudojant
(10.13) modelj, batina nustatyti, ar reikalingi visi j modelj jtraukti faktoriai.
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Gali bati, kad supaprastinus modelj, t. y. atsisakius keliy faktoriy, paklaidy ¢;
issibarstymas (dispersija) liks toks pat, kaip ir sudétingesnio modelio. Tokiu
atveju geriau naudoti modelj su maziau faktoriy, nes tokj modelj papras¢iau
interpretuoti, be to, mazesnis modeliuojamy reik$miy i$sibarstymas.

Jei regresiniame modelyje faktorius X nereikalingas, tai (10.13) formuléje
B; = 0 - koeficiento B, jvertis b; néra reikimingas. Todél vertinant, ar X rei-
kalingas regresiniame modelyje, tikrinama nuliné hipotezé Hy: f; = 0 su
viena i$ alternatyvy: H: B; > 0; H,: B; < 0; H: ; # 0. H, tikrinti naudojamas
t kriterijus su statistika ¢t = b;/se(b;); ¢ia se(b;) — b; standartiné paklaida. Jei
H, teisinga, t skirstinys yra Stjudento su (n - k — 1) laisvés laipsniy. Statisti-
niuose paketuose pateikiama statistikos ¢ bei kriterijaus p reiksmeés. H; tikri-
nama remiantis p reik§me taip pat, kaip ir tiesinés regresijos atveju.

Pagal koeficienty reik§minguma daroma i$vada apie regresinio modelio
tinkamuma. Jei néra pagrindo priestarauti, kad b; = 0, daroma isvada, jog
faktorius X regresiniam modeliui nereikalingas. Rekomenduojama §j kin-
tamajj pasalinti i$ (10.13) modelio, po to vél vertinti naujo modelio koefi-
cientus, tikrinti jy reik§mingumg ir t. t.

Ar kintamasis X reikalingas regresiniame modelyje, galima nustatyti ti-
krinant tokig hipoteze Hy: ,X® pagalinimas i3 regresinio modelio nepadi-
dina paklaidy dispersijos“. H, tikrinti naudojamas F kriterijus su statistika
F = (SSEy; - SSE)x (n - k — 1)/SSE; ¢ia SSE (Residual SS) - likuciy kvadraty
suma (10.11) formuléjesu §, = b, +b,x " +...+ b, x*), 0 SSE;; - likuéiy kva-
draty suma daugialypés regresijos modelyje, sudarytame be faktoriaus X,
t.y. (10.13) formuléje B; = 0. Jei F kriterijaus p reik§mé néra mazesné uz pasi-
rinkta reikmingumo lygmenj, daroma i§vada, kad X pagalinimas i§ regre-
sinio modelio nepadidina ¢; dispersijos (arba reik§mingai nepadidina SSE),
ir todél X regresiniame modelyje (10.15) néra reikalingas.

Daugialypés regresijos modelio kokybei vertinti ir keliems regresiniams
modeliams palyginti naudojamas determinacijos koeficientas R*:

R*=1 - (SSE)/(SST) = (SSR)/(SST);

¢ia SSE, SSR ir SST - kvadraty sumos (10.11) formuléje su
P, =by +bx" +...+b,x". R yra kiekybinis rodiklis, nusakantis mode-
lio ,,geruma® Jis rodo, kurig atsako dispersijos dalj salygoja tiesiné k faktoriy
jtaka.

R? yra atsitiktinis dydis, todél gali pasitaikyti ir nemaza R* reik§mé, nors i§
tikryjy ¢; ir Y dispersijos nesiskiria, t. y. f; = p, = ... = px = 0. Tokiu atveju
regresinis modelis (10.13) néra tinkamas. Determinacijos koeficiento reiks-
mingumui - nulinei hipotezei Hy: B, = B, = ... = B; = 0 su alternatyva ,,bent
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vienas B; # 0“ tikrinti naudojamas F kriterijus su statistika F = (SSR/k)/(SSE/
(n - k - 1)). Esant teisingai nulinei hipotezei, statistikos F skirstinys yra
Fiserio su (k, n - k -1) laisvés laipsniy. Statistiniuose paketuose pateikiama
F kriterijaus statistikos bei kriterijaus p reik§émeés. Jei p = 0,05 (¢ia o = 0,05),
daroma i$vada, kad regresijos modelis néra tinkamas, nes, j modelj jtraukus
tiesing faktoriy kombinacijg, atsako kitimas nesumazéja. Ypac aktualu jver-
tinti R? reik$minguma tuo atveju, kai regresinis modelis sudaromas naudo-
jant keliy ar keliolikos individy duomenis, o modelyje yra palyginti nemazai
faktoriy, pavyzdziui, n < 10, k = 2, 3, 4. Tuomet gaunama, kad R? artimas 1,
taciau jis gali nebuti reik§mingas.

R? tuo didesnis, kuo mazesné SSE, t. y. kuo daugiau kintamyjy jtraukta j
modelj. Tac¢iau | modelj jtraukus papildomus kintamuosius, modeliuoja-
my reik$miy i$sibarstymas didéja, o R? patikimumas mazéja (F kriterijaus
p reiksmé didéja). Todél daugialypés regresijos modelio ,,gerumui® vertinti
skaic¢iuojamas ir koreguotas determinacijos koeficientas:

AdjR? (Adjasted R*) = 1 — (n — 1)xSSE/(SSTx(n - k - 1)).

Jis parodo, kuri atsako dispersijos dalis paaiskinama tiesine k faktoriy jtaka,
atsizvelgiant j imties dydj ir lygtyje esanéiy kintamyjy skai¢iy. AdjR? tuo
didesnis, kuo mazesnis dydis SSE/(n - k — 1). Mazéjant SSE, AdjR* didéja,
o didéjant k — mazéja. Todél rekomenduojama naudoti regresinj modelj
su didZiausiu AdjR?. Regresinio modelio kokybei vertinti, be AdjR?, nau-
dojami ir kiti rodikliai, priklausantys nuo SSE ir # bei k. Dazniausiai nau-
dojama:

o  Akaike informacijos kriterijus:
AIC =nIn(SSE/(n - k - 1)) + 2k;

o Bajeso informacijos kriterijus:
BIC = nIn(SSE/(n - k - 1)) + k In(n).

SSE mazéjant, AIC ir BIC mazéja, o didéjant faktoriy skaic¢iui k — didéja.
Vertinant regresinio modelio kokybe AIC ar BIC kriterijumi, rekomenduo-
jama naudoti modelj su maziausiomis AIC ar BIC reikSmémis.

Kvadratiné $aknis i§ determinacijos koeficiento R vadinama daugialypiu
koreliacijos koeficientu. Konkrecios imties atveju R reik§mé lygi Pirso-
no koreliacijos koeficiento tarp atsako reikSmiy ir modeliuoty reikSmiy
b, XY + b,X? + ...+ bX® moduliui. R parodo tiesinio rysio tarp atsako ir
regresijos funkcijos reik§miy stipruma.

Sudarius optimaly daugialypés regresijos modelj, skirtumu e; = y, —J,
(Cia P, = b, +bx™ +...+ b, x™) vertinamos paklaidy e, reikimés. Modelio

i
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atitiktis duomenims tikrinama naudojant e; — kaip duomeny atitiktis tikri-
nama tiesinés regresijos atveju.

10.8. Optimalaus daugialypés regresijos
modelio sudarymas

Optimaliu laikytinas toks daugialypés regresijos modelis, kurio AdjR? yra
didziausias. Sudaryti optimaly modelj sudétinga, jei faktoriy skai¢ius k néra
mazas. I§ k faktoriy galima sudaryti 2F - k - 1 skirtingy daugialypés regre-
sijos modeliy (j kiekvieng modelj bus jtraukti bent 2 faktoriai). Pavyzdziui,
naudojant 6 faktorius, galima sudaryti 26 — 7 = 57 skirtingus modelius. To-
dél konstruojant daugialypés regresijos modelj, rekomenduotina apsiriboti
tik faktoriais (kintamaisiais), medicinine ar biologine prasme susijusiais su
atsaku bei reik§mingai koreliuojanciais su atsaku. Jei su atsaku reik§mingai
koreliuojanciy faktoriy néra daug, modeliui sudaryti galima naudoti ir tuos
faktorius, kuriy kriterijaus, skirto tikrinti koreliacijos tarp Y ir X reik§min-
guma, p reik§meé nevirsija 0,2 (kartais net ir kai p < 0,5). Regresinio modelio
kintamieji X turi buti tiesiskai nepriklausomi, nes kai X labai koreliuo-
ti, modelio koeficienty jverciai bina nestabilis. Jei koreliacijos koeficientas
tarp 2 faktoriy absoliuc¢iu dydziu virsija 0,8, i modelj verta traukti tik vieng i§
jy arba modelyje naudoti tam tikrg Siy kintamuyjy funkcija.

Optimaliam modeliui sudaryti dazniausiai naudojami: kintamuyjy jtraukimo
(Forward Entry), kintamyjy eliminavimo (Backward Removal), kintamyjy
jtraukimo zingsninis (Forward Stepwise) ir kintamuyjy eliminavimo zingsni-
nis (Backward Stepwise) metodai. Visi jie pagrijsti Zingsnine procedura — al-
goritmu, leidzianciu j modelj laipsniskai jtraukti ,,geriausig“ kintamajj arba
(ir) pasalinti ,,blogiausig™ Plac¢iau aprasysime kintamuyjy jtraukimo zingsni-
nj metoda.

0 zingsnis. | modelj jtraukiame kintamajj, kurio koreliacija su atsaku yra
didziausia. Savaime suprantama, kad $i koreliacija yra reik§minga (p < 0,05),
nes kitaip sudaryti daugialypés tiesinés regresijos modelj néra tikslinga. Sio
modelio liku¢iy kvadraty sumg pazymékime SSE;.

I Zingsnis. Pazymékime SSE,; - likuciy kvadraty suma, apskai¢iuota papildo-
mai j sudarytg modelj jtraukus j-tajj kintamaji. Kiekvienam j modelj nejtrauk-
tam kintamajam skaic¢iuojame F - jtraukimo kriterijaus statistikos reik§me
F = (SSE, - SSE,))(n - 3)/SSE,;bei F — jtraukimo p reikSme. F skirta tikrinti
hipoteze, ar reik§mingai sumazéjo likuciy dispersija, jtraukus kintamajj X®.
I$ visy p reik$miy iSrenkame maziausig p,,;, ir lyginame ja su p - jtraukimo
(p - entry) reikSme pj. Dazniausiai naudojama py = 0,05. Jei p,,;, = pp, MoO-
delj sudaryti baigiame. Jei p,;, < pg, i modelj jtraukiame ta kintamajj, kurio
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F - jtraukimo p reik§émé yra maziausia. Naujai sudaryto modelio (i$ 2 fakto-
riy) liku¢iy kvadraty sumg pazymime SSE, ir vykdome II zingsnj.

L zingsnis. Sakykime, regresiniame modelyje yra L kintamyjy; sio modelio
likuciy kvadraty suma lygi SSE;. Pazymékime SSE ,; ; - modelio su jtrauktu
j-tuoju kintamuoju liku¢iy kvadraty suma. Kiekvienam j modelj nejtrauk-
tam kintamajam skai¢iuojame F - jtraukimo statistika: F = (SSE; - SSE,,,))
(n =L - 2)/SSE,,,;ir F - jtraukimo p reikdme. Jei visos p virsija pp, modelj
sudaryti baigiame; jei ne, i modelj jtraukiame kintamajj, kurio p reik§mé yra
maziausia. Sio modelio liku¢iy kvadraty sumg zZymime SSEj ;.

Jtraukus j modelj nauja kintamajj, tikrinama, ar modelis nepabloggs, i$ jo pa-
$alinus kurj nors kintamajj. Dél to kiekvienam modelyje esan¢iam kintama-
jam skai¢iuojama F - eliminavimo kriterijaus statistika F = (SSE ; - SSE,,,)
(n - L - 2)/SSE 1, bei Sio kriterijaus p reik§mé; ¢ia SSE; ; - likuciy kvadraty
suma, kai i$ sudaryto modelio pasalintas j-tasis kintamasis. I$ apskai¢iuoty
p reik$miy iSrenkame didziausia, sakykime, p,,,,,, ir lyginame ja su p — elimi-
navimo (p — remove) reik§me py. pp parenkama didesné uz py, dazniausiai
naudojama py = 0,1. Jei p,.. < pr, modelio sudaryma tesiame ir pereiname
prie (L + 1) zingsnio. Jei p,,.. = pr> i$ modelio pasaliname kintamajj, kurio
F - eliminavimo p yra didziausia, ir tesiame modelio sudarymag.

Kintamuyjy jtraukimo metodas nuo kintamyjy jtraukimo zingsninio metodo
skiriasi tuo, kad j modelj jtraukti kintamieji nesalinami.

Kintamyjy eliminavimo zingsniné procedira vykdoma taip: i§ pradziy j
modelj jtraukiami visi kintamieji. Po to kiekvienam jy skai¢iuojama F - eli-
minavimo statistika, i§ modelio po vieng $alinami nereik$mingi kintamieji.
Jei modelj reik§mingai pagerina jtrauktas kintamasis, kuris prie$ tai buvo
pasalintas, j modelj ta kintamajj ir jtraukiame. Kintamyjy eliminavimo me-
todas nuo atitinkamo Zingsninio skiriasi tik tuo, kad pasalinti kintamieji i
modelj nejtraukiami.

10.9. Netiesiné regresija

Kaip minéta 10.2 skyriuje, netiesinés regresijos modelis apibréziamas taip:
yi=flx)+e,i=1,2...n

da x; = (x,x?... x*), y; - i-tojo individo daugiamacio faktoriaus ir atsako
reik§meés, f(x) — netiesiné bendru atveju daugiamacio argumento funkcija,
¢; — nepriklausomi ats. dydziai, €; ~ N(0, 6). Netiesine regresija modeliuoja-
mi daugelis individe vykstanciy biocheminiy procesy. Pavyzdziui, serganciy
Z1V antigeno P24 lygis E,, skaiciuotas praéjus ¢ laikui nuo gydymo pradZios,
aprasomas tokiu regresijos modeliu [10, 12]:
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E;=Ey(1-A)e*ou + E) A + ¢ (10.14)

Cia € ~ N(0, 0?) - nepriklausomi ats. dydziai; E,, A, k,, yra regresinio
modelio koeficientai. Juos galima interpretuoti taip: E, — pradinis antige-
no lygis, A - antigeno P24 redukcijos koeficientas, k,,, — antigeno mazé-
jimo greitis. Siame modelyje regresijos funkcija f(x) yra eksponentiné:
flx) = a + Pexp(yx). Eksponentinés funkcijos parametry a, B, y, kai y < 0,
prasme tokia: a — reik§mé, prie kurios, augant x, artéja funkcija, - kreivés
formos parametras, y - mastelio parametras (10.10 pav.).

Leukocity chemokinezés tyrimy rezultatams modeliuoti ([11, 13]) naudoja-
ma 4 parametry logistiné regresijos funkcija (10.11 pav.):

o —a

—,x20.
1+(x/y)B

f(x)=a+
Sios funkcijos parametry a, B, y ir 8, kai B > 0, prasmé tokia: § — didZiausia
flx) reiksmé, 6 = f(0), a - reik§mé, prie kurios, augant x, artéja f(x). Bir y -
atitinkamai formos ir mastelio parametrai, kai x = y, f{x) = (8 + a)/2.

f(x)

X

10.10 pav. Eksponentinés funkcijos & + Bexp(yx), kai y < 0 grafikas

f(x)

X

10.11 pav. Logistinés funkcijos grafikas
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I pavyzdziy matyti, jog regresijos funkcija f(x) parenkama taip, kad atspin-
déty biologinj rysj, esantj tarp faktoriy ir atsako. Pasirinkus netiesing regre-
sijos funkcijg f(x), kitas modelio sudarymo etapas - jvertinti nezinomus f(x)
parametrus. Netiesinés regresijos modelj galima suvesti i tiesine ar tiesine
daugialype regresija, kai:

«  f(x) yra tiesiné argumento x funkcijy atzvilgiu;

o flx) netiesiné transformacija (pvz., logaritmas, atvirkstiné funkcija ir

t. t.) yra tiesiné argumenty ar jy funkcijy atzvilgiu.

PavyzdZiui, funkcija f(x) = By + Bx + B,x? yra tiesiné kintamojo Z, = x ir
Z, = x* funkcija, flx;, x,) = By + Biln(x;) + Poln(x,) - tiesiné argumenty
Z, = In(x,) ir Z, = In(x,) funkcija. Tuomet nezinomi regresinio modelio pa-
rametrai ir modelio adekvatumas vertinamas taip pat, kaip ir daugialypés
tiesinés regresijos atveju, tik kintamuyjy X, X,, ... funkcijos kei¢iamos naujais
kintamaisiais Z,, Z,, ... .

Jei f(x) - multiplikatyviné funkcija, pavyzdziui, fix) = a(x,)P(x,)¥(x;)", tada
$ios funkcijos logaritmas yra tiesiné kintamujy In(x;), In(x,) ir In(x;) funk-
cija: In(f(x)) = Ina + B In(x,) + y In(x,) + A In(x;). Siuo atveju atsakg Y pa-
keite In(Y), kintamajj X; - In(X;), gauname daugialypés tiesinés regresijos
modelj.

Kai funkcijos f(x) nejmanoma transformuoti j tiesinj pavidala, pavyzdziui,
f(x) yra eksponentiné funkcija, nezinomi parametrai vertinami iteraciniais
metodais: pirmiausia parenkamos pradinés parametry reikSmeés by, by ... bios
po to tam tikromis formulémis, j kurias jeina prie$ tai nustatytos parame-
try reik§meés by, by ... by, skaiciuojama kita reik§mé by, by, ... by, ir t. t.
Iteraciné procediira baigiama, jei skirtumas tarp b, j = 0, 1 ... k, reik$miy
gauty (i — 1)-osios ir i-tosios iteracijos metu, absoliu¢iu dydziu mazesnis
uz artimg 0 skaiciy, sakykime, 0,0001. Tokiu atveju sakoma, kad iteracinis
metodas konverguoja. Jei funkcijoje fix) yra palyginti daug nezinomy pa-
rametry, sakykime, k = 5, 6, ..., iteracinis metodas gali ir nekonverguoti.
Tuomet rekomenduojama keisti pradines parametry reik§mes ar patj ite-
racinj metoda.

10.10. Neparametriné regresija

Analizuojant rysj tarp faktoriaus X ir atsako Y, galima susidurti su situacija,
kai regresijos funkcijg E(Y|X = x) = flx) sudétinga isreiksti parametriskai.
10.12 pav. pateikti mirtingumo priklausomybés nuo amziaus duomenys:
x aSyje atidétas amzius metais, y adyje — mirtingumas 100 000 gyventojy.
Savaime suprantama — mirtingumas su amziumi didéja. 10.12 pav. pateikta
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ir regresijos tiesé, skirta mirtingumo priklausomybei nuo amziaus vertinti
([5]). Taciau pastebima, kad (x;, y;) reikémés aplink ties¢ néra i$sibarsciusios
atsitiktinai: kai amzius 25-40 m., mirtingumo reik§més yra regresijos tiesés
apacioje; 20-22 m. ir 42-45 m. amzZiuje mirtingumo reik§més yra gerokai
vir§ regresijos tiesés. Tokio pobudzio realius duomenis atitinkantj kitima
parametrine funkcija iSreiksti sunku. Todél naudojamas f(x) neparametrinis
jvertis — realis Y duomenys tam tikru badu suglodinami.

Paprasciausias f(x) neparametrinis jvertis — slenkancio vidurkio kreivé. Ji gau-
nama taip: sakykime, faktoriaus ir atsako reik$miy poros (x;, y;),i=1,2 ... n,
iSdéstytos x reik§miy didéjimo tvarka ir skirtumai tarp gretimy X reikSmiy
vienodi, t. y. X;,; - X; = X;,; — X; visiems i ir j. Paprasciausias f(x) neparametri-
nis jvertis taske x; yra (2m + 1) ilgio slenkancioji:

f(x) _ Yiem Vi et Vit Vg Tt Vi,
' 2m +1

Taip pat naudojamos slenkanciosios su svoriais:

yi=m+1..n-m.

JxX) =YtV Tt Cpa Vi FCpa Vi et Copi Vi
diaci+..+6=1¢620,i=1,..,2m+ 1.

10.12 pav. pateiktas paprasciausias neparametrinis regresijos kreivés jver-
tis — suglodinta kreivé (3 ilgio (m = 1) slenkancioji) £ (x;) = (yi.; + ¥; + ¥is1)/35
¢ia x; reik§més pateiktos didéjimo tvarka.

Vienas neparametriniy regresijos kreivés vertinimo metody - lokali regre-
sija (local regression). Lokalios regresijos metodu f(x) jvertis f(x) konstruo-
jamas taip: kiekvienai reikSmei x skai¢iuojami koeficientai a ir b, minimi-
zuojantys tokia suma:

D w((x, = x)/ h)(y; = (a+b(x; —x)) (10.15)

¢ia w(z) = (1 - |2]*)% kai |2| < 1, ir w(z) = 0, kai |z] = 1; x;, y; — i-tojo individo
faktoriaus ir atsako reik§mé, i = h(x) - suglodinimo lango ilgis. h(x) pa-
renkamas pagal suglodinimo parametrg (smoothing parameter) a; ¢ia a -
duomeny dalis, naudojama f(x) vertinti. Taigi h(x) parenkamas taip, kad
intervale - h < x; - x < h baty 100a % x; reik§miy.

Sakykime, suma (10.15) yra maziausia, kai a = a, ir b = b,. Tuomet f(x) jver-
tis yra f'(x) = a,. Lokaliosios regresijos metodas naudojamas ir daugiamatés
regresijos funkcijos neparametriniam vertinimui. Lokalios regresijos meto-
dui realizuoti skirtas programy paketas Lockfit bei SAS programy paketo
procedira LOESS.
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10.12 pav. Mirtingumo duomenys, regresijos tiesé, suglodinta kreivé

Splain funkcijy naudojimas. Neparametriniam regresijos kreivés verti-
nimui naudojamos ir splain (spline) funkcijos. Pateiksime splain funkcijos
apibrézima: intervale [a, b] duota k tasky: x,, x; ... X}, vadinamy mazgais,
tokiy, kad a = x; < x; < ... <x; = b. Splain funkcija S(x), kai a < x < b, kons-
truojama taip: intervale [x; x;,,] S(x) lygi n-tojo laipsnio polinomui. Poli-
nomo koeficientai parenkami taip, kad S(x) buty vientisa — be trukio tasky
(tolydi) funkcija. Splain funkcijos trikumas - uz intervalo [a, b] ja pratesti
sudétinga.

Regresijos funkcijos neparametriniam vertinimui dazniausiai naudojama
kubiné splain funkcija:

fx) = B+ B o + B + D0, (x—x,),a<x< b

¢ia By, B1> Ba P 01 - O — nezinomi splain funkcijos parametrai, u, = 1, kai
u>0,ir u, =0, kai u < 0. Nezinomi splain funkcijos parametrai dazniausiai
vertinami maziausiy kvadraty metodu.

10.11. Apibendrinti tiesiniai modeliai

10.1-10.7 skyriuose pateiktas tiesinés regresijos (vieno kintamojo ir daugialy-
pés) bei tolesniuose skyriuose nagrinéjami logistinés regresijos (11 skyrius),
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dispersinés analizés (12 skyrius) modeliai yra platesnés regresiniy modeliy
klasés, vadinamos apibendrintais tiesiniais modeliais (generalized linear
model) (ATM), atskiri atvejai.

Apibendrinti tiesiniai modeliai charakterizuojami trimis komponentémis:

o atsitiktine dedamaja, apibréziama atsako skirstiniu;

« sistemine dedamaja, i$reiskiama faktoriy reik§miy tiesine kombinacija;

« rysio funkcija (link), apibréziancia funkcinj rys$j tarp sisteminés deda-
mosios ir atsako skirstinio vidurkio.

ATM atsitiktiné dedamoji apibréziama atsako Y skirstiniu, daugeliu atvejy
priklausanciu eksponentiniy skirstiniy Seimai. Sakykime, i-tajam individui
nustatyta atsako Y ir faktoriy X ... X® reikimé yra (y,,x"..x*); y, - ne-
priklausomi, faktoriy reik§meés — neatsitiktinés. y; skirstinys priklauso eks-
ponentiniy skirstiniy $eimai su parametru 0,, priklausanéiu nuo faktoriaus
reikmiy, t. . 0, = f(x..x*). Todél ats. d. y, tikétinumo funkcija — toly-
dziojo skirstinio atveju tankis, diskre¢iojo — tikimybé - i$reiskiama pertvar-
kyta (2.5) formule (be dispersijos parametro):

Py 6,) = a(0,)b(y)exp(y,Q(0))), 8; - skirstinio parametras, i=1,2 ... n.

Naturalus skirstinio parametras — funkcija Q(0;), vadinama kanonine funk-
cija. Kaip minéta 2.7 skyriuje, eksponentiniy skirstiniy $eimai priklauso
dazniausiai biomedicinos duomenims modeliuoti naudojami skirstiniai:
normalusis, Bernulio, Puasono.

Sisteminé dedamoji nusakoma neatsitiktiniu dydziu
— M (k)
N, =PBo +PBrx” +o 4 Brx;
Trecioji ATM dedamoji - rysio funkcija tarp atsitiktinés ir sisteminés deda-
mosios apibréziama taip:
N = &) = Q(6), p; = Ey;.
Rysys 7, = Q(0;) vadinamas kanoniniu rysiu.
AT modeliy parametrai 8, B, ... f; vertinami didziausio tikétinumo metodu:
tikétinumo funkcijos logaritmo i$vestinés parametry atzvilgiu prilyginamos
0 ir sprendziamos artutiniais metodais.
Pateiksime kelis ATM atvejus.

Logit modeliai. Sakykime, y;, - Bernulio ats. d. su parametru 6, = ;= P{y,= 1},
i=1,2..n. Tuomety; tikétinumo funkcija lygi:

p(yi; e,) :eiy[ (1 _ei)liyi =( _ei)exp(yi ll’l[ ei ])

1-6,

1
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Funkcija Q(9;) = In(0,/(1 - 0;)) yra parametro 0; = 1, logit funkcija. Kadangi
Ey; = m;, kanoniné rysio funkcija lygi:

T, . expM;)
=1 i =1 ) arba g, = ——1~
b n(l ] O8I T expin)

gam, =B, +Bx" +..+B,x".
AT modeliai su logit funkcija vadinami logit modeliais. Siy modeliy atskiras
atvejis — logistiné regresija (11 skyrius).

Logtiesiniai modeliai (Puasono regresija). Sakykime, y; - Puasono ats. d.
su parametru 6; = A; = Ey,, i = 1, 2 ... n. Tuomet y; tikétinumo funkcija lygi

Aexp (1) _ exp(=h,)
! !

i it

p(yi;Ki)= exp(yiln(x‘i)))

kanoniné rysio funkcija lygi Q(A;) = In(\;). Taigi rysys nusakomas logaritmi-
ne funkcija:
ni=In(\) arba \, = exp(n).

Kai y; skirstinys yra normalusis su visiems i pastovia dispersija, kanoniné
rysio funkcija lygi Q(0;) = 6, = Ey; = n, - turime tiesing regresija. AT modeliy
tipai pagal atsako skirstinj ir faktoriy tipg pateikti 10.6 lenteléje.

10.6 lentelé. AT modeliy tipai pagal atsako skirstinj ir faktoriy tipg

Atsako skirstinys Rysys Sisteminé dedamoji Modelis

(ats. dedamoji)

Normalusis n=u Kiekybiniai kintamieji | Tiesiné regresija (10 sk.)

Normalusis n=u Kokybiniai kintamieji | Dispersiné analizé (12 sk.)

Normalusis n=u Kiekybiniai ir Kovarianciné analizé (12.9 sk.)

kokybiniai kintamieji

Bernulio Logit Kiekybiniai ir Logistiné regresija (11 sk.)
funkcija kokybiniai kintamieji

Puasono Logaritminé  Kiekybiniai ir Logtiesiniai modeliai (10.12 sk.)
funkcija kokybiniai kintamieji

Regresiniai modeliai, naudojantys kanoninj rysj, yra nataralas. Pavyzdziui,
dvinario atsako atveju galima naudoti ir tiesinés regresijos modelj:

Ey,=m=a+Px; + €.
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Taciau Sio modelio trikumas - funkcija a + Bx; gali jgyti ir neigiamas bei
didesnes uz 1 reik$mes, o m; kinta tik tarp 0 ir 1.

10.12. Puasono regresija ir jos taikymas sveikatos duomenims
modeliuoti

Kai kuriais mikrobiologijos ar epidemiologijos tyrimais nustatomi kinta-
mieji, jgyjantys sveikas neneigiamas reiksmes, pavyzdziui, sugedusiy danty
skaicius, susirgimy, mirc¢iy ar apskritai atvejy skaicius tam tikroje populiaci-
joje. Jei jgyjamos reik§més néra didelés, tokj kintamajj galima laikyti atsitik-
tiniu dydziu, turin¢iu Puasono skirstinj. Jei populiacija charakterizuojama
rodikliais, kuriuos galima laikyti faktoriais, pavyzdziui, vidutiniu amziumi,
riukymo paplitimu, socialine struktira, tuomet susirgimy skaic¢iy $ioje po-
puliacijoje galima laikyti atsaku j faktoriy rinkinj. Sio atsako reikime y; gali-
ma laikyti atsitiktiniu dydziu, turin¢iu Puasono skirstinj su parametru

A (x;) =exp(B, +B1xi(l) +---+ka;k)); (10.16)

dia (xV..x") - i-tos populiacijos faktoriy reik§mes. Jei y, — susirgimy skai-
¢ius rajone, turinciame N; gyventojy, tuomet y; laikomas Puasono ats. dy-
dziu su parametru

Ml) (x;,) =N\, (x)=exp(B, + lei(l) +.o.+ kai(k) +1In(N,)). (10.17)

Puasono skirstinio parametras yra $io skirstinio vidurkis, taigi i-tosios po-
puliacijos susirgimy skaiciaus skirstinio parametrg \,(x) galima interpretuo-
ti kaip vidutinj susirgimy skaiciy $ioje populiacijoje, jei A,(x) apibréziamas
pagal (10.16) formule. Jei A;(x) apibréZiamas pagal (10.17) formule, jis inter-
pretuojamas kaip susirgimy skaic¢ius tam tikram gyventojy skaiciui.

Puasono regresijos parametrai vertinami didziausio tikétinumo metodu.
Sakykime, (y,, ¥, ... ¥,) — atsako imtis yra nepriklausomi Puasono ats. dy-
dziai. Sios imties tikétinumo funkcija lygi:

n Vi

L =H—"'e’x‘;

=1 Vit

¢ia \; = A(x;) apibrézti pagal (10.16) ar (10.17) formules. Regresinio mo-
delio parametry By, P, ... Px iverciai by, b, ... b, parenkami taip, kad L bei jos
logaritmas

I=In(L) =" (y;(by +bx" +...4+b,x)) —exp(B, + B,x/" +...+ Bx/*)

igyty didziausig reik$me.
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Puasono regresijos modelis su padidéjusia dispersija (Poisson regression
with overdispersion). Realiems duomenims modeliuoti naudojant Puasono
skirstinj, kartais stebimas neatitikimas tarp faktinio ir modeliuoto duome-
ny kitimo. Sis faktas vadinamas dispersijos padidéjimu (overdispersion
arba extra Poisson variation). Jis atsiranda dél to, kad Puasono skirstinio
vidurkis ir dispersija yra vienodi (lygus skirstinio parametrui A). Dispersijos
padidéjimas aiSkinamas tuo, kad tiriama populiacija susideda i$ atskiry sub-
populiacijy. Kadangi imties reik$miy priklausomybé subpopuliacijoms ne-
zinoma, néra galimybés j regresijos modelj jtraukti papildomg parametra.

Modeliuojant sveikaskaitinius duomenis, padidéjusios dispersijos efektui
atmesti naudojamas nuliu prapléstas Puasono skirstinys (zero-inflated
Poisson distribution) su parametrais A ir 1, 0 <t < 1:

P{Y=0}=nxe*+1-m,
P{Y =k} =mx\fe Mkl k=1,2....

Nezinomi $io skirstinio parametrai A ir p vertinami didziausio tikétinumo
metodu.

10.13. Daugiapakopiai (multilevel) modeliai

Iki $iol analizuotuose regresiniuose modelivose nezinomy parametry
jver¢iai bei i$vados buvo gautos darant prielaida, kad atsako reik$més
Y Vo - ¥, — nepriklausomi atsitiktiniai dydziai. Tac¢iau daugelyje mediky
ar epidemiology fiksuojamy duomeny stebimas rysys tarp atsako reik$miy.
Pavyzdziui, matuojamas tam tikro rajono suaugusiy gyventojy arterinis
kraujospudis. Visiskai priimtinas teiginys, kad skirtingy individy arterinio
kraujospiidzio reik§més yra nepriklausomos, taciau to negalima teigti apie
giminingy asmeny tyrimus, nes stebimas paveldimas polinkis j hipertenzijg.
Kitas pavyzdys: ligoniai, sergantys cukriniu diabetu, gydomi skirtinguose
gydymo centruose. Analizuojant $iy ligoniy glikemijos lygj, stebima ne tik
ligonio buklés rodikliy, bet ir centro - tam tikros gydymo metodikos - jta-
ka. Analogiska situacija jmanoma analizuojant $alies gyventojy sergamuma,
sakykime, liga X. Tam turi jtakos ne tik individo rizikos veiksniai, bet ir pre-
vencinés priemonés, vykdomos rajone (rajono jtaka), bei atskiro gydytojo

gydymo subtilybés (gydytojo jtaka).

Priklausomybé tarp minéty rodikliy reik$miy kyla dél individo priklausymo
tam tikrai grupei (rajonui, Seimai). Sio pobiidZio duomenis galima traktuo-
ti kaip herarchinius; tokiy duomeny rysiui faktorius > atsakas modeliuoti
naudojami daugiapakopiai (rmultilevel) modeliai.
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Daugiapakopiy modeliy sudarymo principus iliustruosime pavyzdziu
[1, 266 psl.]. Kvépavimo taky infekcijos paplitimui tirti organizuota studi-
ja, kurioje dalyvavo 18 Seimy. Kiekvienoje Seimoje — po 5 asmenis: tévas,
motina ir 3 vaikai; i§ viso 90 asmeny. Kiekvienam asmeniui tam tikrg laika
imti Pneumococcus méginiai bei nustatytas teigiamy méginiy skaicius. Pa-
zymékime y; - teigiamy méginiy skaiciy, nustatytg i-tosios Seimos j-tajam
individui. Paprasciausias $iy duomeny statistinis modelis - y;; reikSmés atsi-
tiktinai i$sibarsciusios apie vidurkj m:

Yi=m+ g (10.18)

¢ia & - nepriklausomi ats. d. su vidurkiu, lygiu 0, ir dispersija, lygia 02. Ta-
¢iau $is modelis neatspindi $eimos aplinkos jtakos kvépavimo taky infek-
cijos paplitimui; be to, y; kitimas tarp Seimy didesnis negu $eimy viduje.
Todél j (10.18) modelj jtraukiamas atsitiktinis dydis &, atspindintis kitimg
tarp Seimy:

Yi=m+E + e (10.19)

i
&a & - ats. d. su vidurkiu, lygiu 0, ir dispersija & ; & ir €; nepriklausomi
ats. dydziai. Pagal $j modelj ats. d. y; dispersija lygi & + G, 20 kovariaci-
ja tarp y; ir y; (reik$miy, nustatytq Vleno]e selmOJe) lygi © ;. Koreliacijos
koeficientas tarp y; ir y; lygus o 7/( 6’ +6; ); jis vadinamas tarpklasinés
koreliacijos koeficientu.

Minétoje studijoje nustatytas ir gyvenamasis plotas, tenkantis vienam as-
meniui. Todél vietoj (10.19) modelio tikslinga naudoti modelj, papildyta
faktoriumi:

Yi=m+Px; +& +ep

¢ia x; - i-tosios Seimos j-tajam individui tenkantis gyvenamas plo-
tas, p — regresijos koeficientas.

Pateiksime kita duomeny aprasymo daugiapakopiu modeliu pavyzdj. Tam
tikros astuonmeciy moksleiviy grupés matematikos zinios jvertintos balais.
Po 3 mety kiekvieno $iy moksleiviy matematikos zinios vél jvertintos atitin-
kamu testu. Antro testo metu gauto balo Y priklausomybé nuo prie$ 3 metus
nustatyto balo X jvertinta regresiniu modeliu:

yi=a+px;+e; (10.20)

¢ia (x;, y;) — i-tojo moksleivio baly reik$meés, €; — nepriklausomi ats. dydziai,
Ee; =0, Dg; = 0% air f - tiesinés regresijos koeficientai. Ta¢iau $ie koeficientai,
nustatyti atskiry mokykly moksleiviams, ganétinai skyrési, nes ne visose mo-
kyklose matematikos zinios vienodai ugdytos. Todél daroma prielaida, kad



10 SKYRIUS
Regresiné analizé

215

koeficientai a ir p - atsitiktiniai dydziai, atspindintys mokyklos jtakg. Siam
rei$kiniui jvertinti (10.20) modelis pakei¢iamas dviejy pakopy modeliu:

Vi = &+ Bixy + &= ag + &g + Boxy + §iix + &5

¢ia ay, By — modelio koeficientai, &, ir &;; — nepriklausomi atsitiktiniai dy-
dziai su vidurkiu, lygiu 0, (x;, y;) - i-tosios mokyklos j-tojo moksleivio
baly reiksmés.

Daugiapakopio modelio parametry vertinimas’. Nagrinésime dviejy pa-
kopy regresinj modelj (10.18), kuriame i =1 ... L - lygiy skaicius,j=1...n-
atitinkamo lygio individy skaicius, §; - nepriklausomi ats. d., i = 1 ... L, su
EE,=0,Df =c,; & ir g; — nepriklausomi, €; — nepriklausomi ats. d. su
Ee; =0, Dg;; = 0>, Si modelj galima perrasyti matricos pavidalu:

Y=Xp+6;

¢ia Y - (Lxn)x1 ilgio vektorius-stulpelis (15.1 skyrius), X - (Lxn)x2 matri-
ca, B = (By B1) - dvimatis vektorius, & — (Lxn)x1 ilgio vektorius-stulpelis,
kurio reik§meés i§déstytos ,,blokais“ pagal lygio reik§mes: (€, + &, j=1... ),
(& +e&yj=1..n), .., (§ +¢yj=1..n). Remiantis § ir ¢; apibrézimu, vek-
toriaus & koordinaciy vidurkiai lygiis 0, o kovariacijy matrica V, atspindinti
€, efekta, yra tokia:

&a V; - nxn - matrica, kurios diagonaléje yra 6>+ o/ , o likusieji elemen-
. 2 . . v . . . Vi e . .
tai - 0 ;. Jei o, ir 6> Zinomi, parametry B, ir B, jverciai b, ir b, yra tokie:

(b, by) = (XTV-X)IXTV1Y. (10.21)

Kadangi ©  ir 62 neZinomi, B, ir B, vertinami iteraciniu metodu. Pirmiau-
sia (10.21) formuléje daroma prielaida, kad V' - vienetiné matrica. Pagal
(10.21) formule nustacius pradinius jvercius by, ir b, apskai¢iuojamas
vektorius 8. Kadangi vektoriaus & koordina¢iy dispersijos lygios c°+ o,
kovariacijos tarp & bloky elementy lygios ¢ >, tai G ., ir G, jvertinami
atitinkamy &, elementy vidurkiu. Po to skai¢iuojami nauji jveréiai V7, by, ir
bi1, 6; ... Iteracing procediirg baigiame, kai B, ir B, jverciai beveik nesikei¢ia
arba baigési nustatytas iteracijy skaicius.
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11 sKYRIUS

Logistiné regresija

11.1. Logistinés regresijos savoka

Medikams aktualu nustatyti ligonio rodiklius, keliancius rizika ligai atsirasti,
atsinaujinti ar mirti. Taciau, Zinant $iy rodikliy reik$mes, jiems svarbu jver-
tinti ligos atsiradimo, atsinaujinimo ar mirties tikimybe. Taigi vél susiduria-
me su modeliu faktorius > atsakas (10.1 pav.), kuriame faktorius X - ligonio
buklés rodiklis, atsakas Y — dvinaris kintamasis — (serga (1), neserga (0)),
(miré (1), iSgyveno (0))... . Pateiksime konkrety rysio faktorius > dvinarinis
atsakas pavyzdj.

11.1 pavyzdys ([3], I skyrius). Iseminé Sirdies liga (ISL) daznesné vyres-
niems zmonéms. Todél vertinti ISL priklausomybe nuo amziaus ir kity ri-
zikos veiksniy parengta studija. 11.1 lenteléje pateikti Simto asmeny, daly-
vavusiy $ioje studijoje, amzius (amz) metais ir sergamumas iSemine Sirdies
liga (ISL). Kintamasis ISL koduojamas 1, jei asmuo serga, ir 0, jei neserga.
11.1 lenteléje taip pat pateiktas asmens eilés numeris (nr) ir amziaus grupés
kodas (amzgr).

Vertinant sergamumo ISL priklausomybe nuo amziaus, kiekvienoje amZiaus
grupéje skai¢iuota ISL proporcija procentais (11.2 lentelé). 11.1 pav. pateik-
tas ISL proporcijos pasiskirstymas amZiaus grupése.

Pazymésime, kad ISL proporcija, skai¢iuota amziaus grupéms, yra susit-
gimo ISL tikimybés atitinkamoje amZiaus grupéje jvertis. Todél, remda-
miesi 11.2 lenteléje ir 11.1 pav. pateiktais rezultatais, galime daryti iSvada,
kad tikimybé susirgti ISL jaunesniems negu 40 m. individams auga nezy-
miai, 45-60 m. laikotarpiu tikimybé ima augti grei¢iau, o po 60 m. — auga
nezymiai.
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11.1 lentelé. Simto asmeny amZius ir sergamumas isemine Sirdies liga ([3], 3 p.)

nr | amzgr |amz | ISL | nr |amzgr |amz | ISL | nr |amzgr |amz | ISL | nr |amzgr |amz | ISL
1 1 20 | 0 |26 3 351 0 |51 4 44 | 1 |76 7 55 1
2 1 23 | 0 |27 3 351 0 |52 4 44 | 1 |77 7 56 | 1
3 1 24 1 0 |28 3 36 | 0 |53 5 45 | 0 | 78 7 56 | 1
4 1 25 1 0 29 3 36 | 1 |54 5 45 | 1 |79 7 56 | 1
5 1 25 |1 130 3 36 | 0 |55 5 46 | 0 | 80 7 5710
6 1 26 | 0 |31 3 37 | 0 |56 5 46 | 1 | 81 7 5710
7 1 26 | 0 |32 3 37 | 1 57 5 47 | 0 | 82 7 57 |1
8 1 28 | 0 |33 3 37 | 0 |58 5 47 | 0 | 83 7 57 | 1
9 1 28 | 0 |34 3 38 | 0 |59 5 47 | 1 | 84 7 57 | 1
10 1 29 | 0 |35 3 38 | 0 |60 5 48 | 0 | 85 7 57 | 1
11 2 30| 0 |36 3 39 1 0 |61 5 48 | 1 | 86 7 58 | 0
12, 2 30| 0 |37 3 39 | 1 162 5 48 | 1 | 87 7 58 | 1
13 2 30 | 0 |38 4 40 | 0 |63 5 49 | 0 | 88 7 58 | 1
14| 2 30 1 0 |39 4 40 1 |64 5 49 | 0 | 89 7 59 1
15, 2 30 | 0 |40 4 41 | 0 |65 5 49 | 1 |90 7 59 1
16| 2 30 | 1 |41 4 41 | 0 |66 6 50 1 0 |91 8 60 | 0
171 2 32 | 0 |42 4 42 1 0 |67 6 50 | 1 |92 8 60 | 1
18 2 3210 |43 4 42 1 0 |68 6 51 1 0 |93 8 61 | 1
19| 2 33,0 |44 4 42 1 0 |69 6 5210 | %4 8 62 | 1
200 2 331 0 |45 4 42 1 |70 6 52 11 19 8 62 | 1
21 2 34 | 0 |46 4 43 1 0 |71 6 53 11 |96 8 63 | 1
22 2 34 | 0 |47 4 43 1 0 |72 6 53 11 197 8 64 | 0
231 2 34 | 1 |48 4 43 1 |73 6 54 | 1 |98 8 64 | 1
24 2 34 | 0 |49 4 44 1 0 |74 7 5510 |99 8 65 | 1
25| 2 34 1 0 |50 4 44 1 0 |75 7 55| 1 |[100| 8 69 | 1
11.2 lentelé. ISL daznis amZiaus grupése
ISL
Amziaus grupé n neserga serga | Proporcija | Proporcija procentais
20-29 10 9 1 0,10 10
30-34 15 13 2 0,13 13
35-39 12 9 3 0,25 25
40-44 15 10 5 0,33 33
45-49 13 6 0,46 46
50-54 8 5 0,63 63
55-59 17 13 0,76 76
60-69 10 2 8 0,80 80
IS viso 100 57 43 0,43 43
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11.1 pav. ISL proporcijos pasiskirstymas amZiaus grupése

Analogiska 11.1 pav. pateikta dinamika stebésime ir tirdami organizmo Zu-
vimo tikimybés kitimg priklausomai nuo gautos toksinés medziagos kiekio.
Pazymékime x - toksinés medziagos, veikiancios gyva organizmg, kiekj,
P{Y = 1|x} - tikimybe organizmui Zati, per tam tikrg laiko tarpg gavus tok-
sinés medziagos kiekj x. Kol dozé nedidelé, zuvimo tikimybé taip pat néra
didelé. Didéjant dozei, i§ pradziy P{Y = 1|x} didéja létai, nes gyvas organiz-
mas mobilizuoja jégas kovai su toksine medziaga - stresoriumi. Tac¢iau nuo
tam tikros kritinés dozés zuvimo tikimybé ima sparciai didéti — organizmas
nepajégia priesintis toksinams. Kai toksinés medziagos kiekis x yra didelis,
zuvimo tikimybeés P{Y = 1|x} didéjimas su x vél sulétéja, nes P{Y = 1|x} jau
yra artima vienetui.

Tokj atsaka j stresoriaus poveikj gyvam organizmui gerai atspindi logistiné
funkcja (11.2 pav.):

ea+bx
1+ea+bx )
1 1
05 b<0 0,5; b=0
I I
I I
| |
0 1 0 1
-b/a X -b/a X

11.2 pav. Logistiné funkcija
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Todél susirgimo ar zuvimo tikimybés P{Y = 1} kitimas priklauso nuo fakto-
riaus X kitimo ir yra modeliuojamas logistine funkcija:

exp (o + Bx)

PIY = 11X =) =) = 70 P s

(11.1)
¢ia a ir B - skaitiniai koeficientai - modelio parametrai. Jei B > 0, tai didé-
jant x, didéja m(x); jei p < 0, tai didéjant x, mazéja m(x). (11.1) modelis vadi-
namas logistinés regresijos modeliu. Kaip ir tiesinéje regresijoje, (11.1) mo-
delyje daroma prielaida, kad X yra determinuotas (neatsitiktinis) dydis.

Paaiskinsime logistinés regresijos ir tiesinés regresijos ry$j. Kaip minéta
10.11 skyriuje, logistiné regresija yra atskiras apibendrinto tiesinio modelio
atvejis (kaip ir tiesiné regresija). Tiesinéje regresijoje E(Y|X =x) = a + Px,
o logistinéje regresijoje

E(Y|[X=x)=P{Y=1|X=x} = _exp(atpx)

1+ exp (o + Px)
Remiantis (11.1) formule, nustatoma tikimybé nesirgti: P{Y = 0} =
1 - P{Y =1} = (1 + exp(a+ Px))7}, susirgimo Sansas n(x) / (1 - n(x)) =
exp(a+ Bx) bei apibréziama logit funkcija:

logit m(x) = In{n(x) / (1 - n(x))} =z = a+ Px. (11.2)

Funkcijai 1(x) = P{Y = 1|X = x } modeliuoti naudojama ne tik logistiné, bet
ir kitos funkcijos, kintancios intervale [0, 1], pavyzdziui:

n(x) = 1 - exp(-exp(a+ Bx)) (log-log modelis);
o+HBx
n(x) = (2n )_1/2,'._00 exp(—y*/2)dy (probit modelis) ir kitos.

11.2. Logistinés regresijos modelio parametry vertinimas

Sakykime, (x;, y,), i = 1, 2 ... n — nepriklausomy tyrimy imtis. Cia y; - i-tojo
individo dvinario atsako, x; - neatsitiktinio faktoriaus reik§mé. y; reik§mé ko-
duojama 1 arba 0. Daroma prielaida, kad P{Y = 1} priklausomybé nuo fakto-
riaus reik§émés vertinama logistiniu modeliu (11.1) su nezinomais paramet-
rais air B, kuriuos butina jvertinti remiantis turimais duomenimis (x; y,).

Tiesinéje regresijoje nezinomi parametrai vertinami maziausiy kvadraty
metodu, minimizavus sumg (10.9). Bendresnis nezinomy parametry verti-
nimo metodas regresiniuose modeliuose yra didziausio tikétinumo metodas
(3.2 skyrius). Jo esmé — nezinomy parametry jverciai parenkami taip, kad
atsako imties (y;, y, ... y,) tikétinumo funkcija baty didziausia. Kai atsako
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skirstinys yra normalusis, didziausio tikétinumo metodas tapatus maziausiy
kvadraty metodui, nes tikétinumo funkcijos maksimumo ieskojimas yra tas
pat, kaip sumos (10.9) minimizavimas.

Pateiksime logistinio modelio parametry vertinimg didziausio tikétinumo
metodu. Pazymékime

exp (a+bx,)

Ply,=1|X =x} = = # (x).

1+exp (a+bx,) -

Pagal apibréZzimg (3.2 skyrius), y; tikétinumo funkcija lygi
[& (x)]"[1-# (x,)]', imties (y;, y, ... y,)) tikétinumo funkcija L(a,b) bei
jos logaritmas I(a, b) (log-tikétinumo funkcija) lygis:

L(a, b)=] T, [R ()1 [1-7 (x)]"", (11.3)
l(a, b) = In(L(a, b)) = Z; {y, In[ft (x)]+ (1 —y,)In[l -7 (x,)]} (11.4)
Rade (11.4) funkcijos i$vestines parametry a ir b atzvilgiu bei prilygine jas 0,
gauname lyg¢iy sistema:

z:l:l (y,‘ -7 (xi)) =0,

z::l (v, =7 (x;))x; = 0.
I$sprendus $ig sistemg artutiniais metodais, randami parametry air f jver-
&ai a ir b. Si vertinimo procedira atliekama statistiniais paketais. Statisti-

niuose paketuose (SPSS ar STATISTICA) taip pat pateikiamos a ir b kitimo
charakteristikos - standartiniy nuokrypiy jverciai se(a) ir se(b).

Naudojant 11.1 pavyzdzio duomenis (11.1 lentelé), logistinés regresijos
metodu vertinta ISL tikimybé pagal amziy. Skai¢iavimo rezultatai pateikti
11.3 lenteléje.

11.3 lentelé. Logistinés regresijos modelio, skirto ISL tikimybei vertinti pagal
amziy, parametry jverciai

Kintamasis | Koeficientas | Koeficiento jvertis | Standartiné paklaida Koef./SE
Amzius B 0,111 0,024 4,61
konstanta a -5,310 1,134 -4,68

Kaip matome, parametry air  didziausio tikétinumo jverciai yra a = -5,321
ir b = 0,111. Tikimybés susirgti ISL jvertis lygus:

exp(—5,31+ 0,111 x amzius)
1+exp(—=5,31+0,111x amzius)

7 (amzius) =
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11.3. Logistinio modelio tinkamumo tyrimas
(testing significance)

Ivertinus logistinio modelio parametrus, nataraliai kyla klausimas apie su-
daryto modelio tinkamuma. Gali bati, kad P{Y = 1} nuo faktoriaus reik§miy
nepriklauso ir vietoj (11.1) modelio galima naudoti paprastesnj — redukuota
modelj: P{Y = 1} = n. Todél butina nustatyti, ar modelyje (11.1) reikalingas
parametras B, t. y. reikia patikrinti nuline hipoteze: § = 0.

Norint nustatyti, ar p lygus 0, batina palyginti modeliu (11.1) jvertin-
tas (prognozuojamas) atsako reik$mes su realiomis. Jei modeliu (11.1)
jvertintos reik§més labiau atitinka realius duomenis nei jvertintos mode-
liu P{Y = 1} = m, galime tvirtinti, kad, faktoriy X jtraukus j P{Y = 1} modelj,
reik§émingai pageréja prognozés kokybé arba modelis (11.1) tinkamesnis
P{Y = 1} vertinti nei redukuotas modelis, t. y. p # 0. Siuo atveju klausimas,
kaip tiksliai prognozés atitinka realius duomenis, nekeliamas.

Modelio tinkamumas gerai iliustruojamas analizuojant tiesinj regresinj
modelj (10.3 skyrius). Tiesinéje regresijoje atsako kitimg apibiidina visa
kvadraty suma SST, o liku¢iy kvadraty suma SSE ((10.11) formulé) apiba-
dina skirtumo tarp atsako ir regresinio modelio reik$miy (paklaidy) kiti-
mg. Kitaip tariant, SST atspindi skirtumg tarp realiy reik$miy ir vertinty
(10.8) modeliu su p = 0, o SSE - skirtumg tarp realiy reik§miy ir vertinty
(10.8) modeliu. SST ir SSE skirtumas SSR parodo, kokig atsako iSsibarstymo
dalj salygoja regresijos funkcija. Tiesinéje regresijoje kriterijaus, skirto Hy:
B = 0 tikrinti, statistika i$reiSkiama per SST ir SSE.

Logistinéje regresijoje elgiamasi analogiskai: lyginamos charakteristikos,
atspindinc¢ios duomeny atitiktj atsako tikimybiniam modeliui. Logistinéje
regresijoje duomeny ir modelio (11.1) atitikimg charakterizuoja tikétinumo
funkcijos L arba jos logaritmo [ maksimumas. Todél vietoj F kriterijaus sta-
tistikos tiesinéje regresijoje (10.4 skyrius) skai¢iuojama G statistika (tikéti-
numy santykio statistika, arba x? statistika):

tikétinumo funkcija { modelj nejtraukiant faktoriaus

L
G=-2In—"=-2(,-1)=-2In —— — P — —;
L, tikétinumo funkcija { modelj jtraukiant faktoriy’

11.5)

¢ia L, — tikétinumo funkcijos maksimumas, kai P{Y = 1} = 7 (f = 0),
L, - tikétinumo funkcijos (11.3) maksimumas, [, = In(L,), /; = In(L,). Statis-
tika G naudojama nulinei hipotezei Hy: f = 0 su alternatyva {3 # 0 tikrinti. Jei
B =0, tuomet G statistika turi asimptotinj x* skirstinj su 1 laisvés laipsniu.
Statistiniuose paketuose pateikiamos G statistikos ir kriterijaus p reikSmés.
Jei p < @, ¢ia a - reik§mingumo lygmuo, tvirtiname, kad  # 0; o jei p > a,
nepriestaraujama H,,.
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Analizuodami 11.1 lentelés duomenis, gavome: ly = -53,677, I, = -68, 322
G = 29,31, p < 0,0001. Aisku, kad G > XHL (1), a = 0,001, &ia X] (1) -
skirstinio su 1 laisvés laipsniu 1 - o lygio kvantilis. Galime tvirtinti, jog p # 0
(b reik$mingas).

Kintamasis X vadinamas informatyviu rodikliu jvykiui {Y = 1} atsirasti, jei jj
jtraukus j P{Y = 1} modelj reik$mingai sumazéja tikétinumo funkcija. Logis-
tinio modelio (11.1) atveju X yra informatyvus, jei patvirtinama alternatyva
B 0.

Nulinei hipotezei p = 0 tikrinti taip pat naudojami Valdo (Wald) ir pokycio
(score) kriterijai. Valdo kriterijaus statistika lygi: W = (b/se(b))* Esant teisin-
gai nulinei hipotezei (f = 0), W turi asimptotinj x* skirstinj su 1 laisveés laips-
niu. Hyatmetama, jei W reik§mé virsija 3,84 — x? skirstinio su 1 laisvés laipsniu
0,95 lygio kvantilj. Nagrinéjamame pavyzdyje W=0,111/0,024 = 4,61 > 3,84,
todél galima tvirtinti, kad  # 0.

Poky¢io kriterijaus statistika skai¢iuojama:

2% =)
\/ya Y -5

¢ia X ir ¥ - atitinkamy kintamyjy vidurkiai. y yra parametro m jvertis re-
dukuotame modelyje. Jei p = 0, dydzio )" x,y, vidurkis lygus D%, dis-
persija - (1 —)7)211 (x, —x)*. Todél esant teisingai H,, ST turi asimptotinj
normalyjj skirstinj.

11.1 lentelés duomenimis, ST = 296,66/+/3333.742 = 5,14. Turime P{|z| >
5.14} < 0,001 (¢ia z - ats. d., turintis standartinj normaluyjj skirstinj), todél
H, su 0,001 reik§mingumo lygmeniu atmetame.

11.4. Daugialypé logistiné regresija

Kadangi daugeliu atvejy dvinarj atsakg veikia ne vienas, o keletas faktoriy,
bitina jvertinti $iy faktoriy kompleksinj poveikij atsakui. Siam tikslui nau-
dojama daugialypé logistiné regresija.

Sakykime, (y,, x1), (¥, X5) ... (V,» X,), i = 1, 2 ... n — n individy dvinario atsako
ir k tiesiskai nepriklausomy neatsitiktiniy faktoriy (explanatory variables,
covariate) duomenys; ¢ia x; = (x", x...x")). Daugialypés logistinés reg-
resijos modelis apibréziamas taip:

P(Y=1|X=x} = n(x) = 7""1’(‘?’?) , g(%) = By + Brx® + Byx® + ..+ B, (11.6)
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Jeigu tarp faktoriy yra nominaliyjy kintamuyjy, kaip antai rasé, lytis, gydy-
mo grupé, tuomet Siuos kintamuosius { modelj galésime jtraukti tik paverte
skaitiniais. Siam tikslui sudaromi vadinamieji fiktyviis kintamieji (design
variables, dummy variables). Pavyzdziui, turime nominalyjj kintamajj ,,akiy
spalva’, jgyjantj 3 reik§mes: ruda, mélyna, kita spalva. Perkodavimui j skai-
tines reik§mes reikalingi du fiktyvis kintamieji D, ir D,. Vienas galimy per-
kodavimo varianty gali bati toks (11.4 lentelé¢): asmeniui, kurio akys mély-
nos, priskiriamos nulinés D, ir D, reik§més. Asmeniui, turin¢iam rudas akis,
priskiriame D, = 1, o D, = 0. Jei akiy spalva kitokia, D, reik§mé nustatoma
nuliné, o D, - vienetiné. Galimi ir kiti perkodavimo variantai.

11.4 lentelé. Nominaliojo kintamojo perkodavimas

Fiktyvus kintamieji
Akiy spalva D, D,
meélyna 0 0
ruda 1 0
kita 0 1

Sakykime, j-tasis faktorius X\ yra nominalusis, jgyjantis p; reik§miy. Per-
kodavimui reikés p; — 1 fiktyviy kintamyjy Dj,, u = 1, 2 ... p; - 1. Tuomet
daugialypés regresijos modelyje (11.6) g(x) yra tokia:

g(x) = By + Prx + Box® + ... + Zp’_l BuDj, + Brx.

u=1

Nezinomi (11.6) modelio parametrai B, P, ... By vertinami didziausio tiké-
tinumo metodu (zr. 3.3, 11.2 skyriai). Jy jverciai by, by, b, ... yra k + 1 lygciy
sistemos

> (y —R(x) =0
SR =0, j=1,2.k

sprendiniai, gaunami artutiniais metodais; ¢ia 7t(x) yra tikimybeés m(x)
jvertis:

L (x) = exp(g (%))/(1 + exp(g(x))), & (%) = by + byxV + bx® + . + bx®. (11.7)

Kadangi jverciai by, b), b, ... by yra atsitiktiniai, batina jvertinti jy kitima,
t. y. standartines paklaidas. Didziausio tikétinumo jverciy by, b, b, ... by
asimptotiné kovariacijy matrica vertinama matrica I}, atvirk$tine informa-
cijos matricai I
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P o
ob0b, <

¢ia X - daugiamacio faktoriaus reik§miy matrica, turinti (k + 1) stulpelj ir
n eiluciy. Pirmame stulpelyje yra vienetai, antrame, tre¢iame ... ir (k + 1) stul-
peliuose - 1, 2 ... k-tojo faktoriaus reik§més. J” matrica yra nx n diagonaliné
matrica; jos i-tasis diagonalinis elementas lygus 7t (x;)(1 - 7t (x;)). Matricos I'!
diagonalinis elementas yra sez(bj); ¢ia se(b;) — jvercio b; standartiné paklaida.

xxPm (x)(1-1(x,)) = XVX;

Pateiksime daugiamacio logistinio modelio taikymo pavyzd;.

11.2 pavyzdys ([3, 4 skyrius]). Tirta, kaip motinos buklé néstumo metu su-
sijusi su naujagimio mazu gimimo svoriu. Laikoma, kad naujagimio gimi-
mo svoris yra mazas, jei gimes jis svéré maziau nei 2500 gramy. 1986 m.
Beisteito (Baystate) medicinos centre (Spingfildas, Masaciusetso valstija,
JAV) surinkti duomenys apie 189 motery btikle ir néstumo eiga. 59 motinos
pagimdé mazo gimimo svorio kadikius, o 130 - normalaus svorio. Buvo
fiksuotas visy motery amzius, svoris néstumo pradzioje, rasé, lankymosi
daznis poliklinikoje pirma néstumo puse bei kiti rodikliai.

Logistiniu modeliu vertinta mazo gimimo svorio tikimybé pagal motinos
bikle. Logistiniame modelyje naudoti $ie faktoriai: amzius (amz), rasé, svo-
ris (svor), rikymas (ruk = 1 - motina riko, ruk = 0 - nertko), arteriné hi-
pertenzija (AH = 1 - serga arterine hipertenzija, AH = 0 - neserga) bei lan-
kymosi konsultacinéje poliklinikose pirma néstumo puse daznis (LD). Rasé
yra nominalusis kintamasis, jgyjantis reiksmes ,,baltasis®, ,juodasis®, ,kita"
todél naudojome du fiktyvius kintamuosius: R1=0 ir R2=0, jei asmuo balta-
sis; R1 = 1, R2 = 0, jei asmuo juodasis; R1 = 0, R2 = 1, jei kita. Logistinio mo-
delio koeficienty jverciai ir jy standartiné paklaida pateikti 11.5 lenteléje.

11.5 lentelé. Mazo gimimo svorio tikimybés daugiamacio logistinio modelio
parametry jverciai

B iverciai { standartiné Valdo Valdo statistikos

Kintamasis paklaida statistika p reik§mé
amZius(amz) -0,022 0,036 0,402 0,526
svoris (svor) -0,039 0,015 6,429 0,011
R1 1,243 0,527 5,567 0,018
R2 0,929 0,429 4,687 0,030
ruk 1,073 0,391 7,539 0,006
AH 1,749 0,693 6,375 0,012
LD 0,037 0,167 0,046 0,830
Konstanta 0,789 1,157 0,465 0,495

Logtikétinumas = -103,9.
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Funkcijos g(x) (11.6) jvertis g (x) yra:

g (x) =0,789 - 0,022 xamz - 0,039 x svor + 1,243 x R1 + 0,929 x R2 + 1,073 x
ruk + 1,748 x AH + 0,037 < LD.

Nustate g(x), randame ir mazo gimimo svorio tikimybés jvertj 7T(x) =

exp(g (x))/(1 + exp(g(x))).

11.5. Daugiamacio logistinio modelio tinkamumo analizé
(testing significance)

Sudarius daugiamatj logistinj modelj, t. y. jvertinus modelio (11.6) nezino-
mus parametrus, batina analizuoti modelio tinkamuma. Gali bati, kad, atsi-
sakius keliy faktoriy, modelis liks toks pat informatyvus, kaip ir modelis su
daugiau faktoriy. Todél, jvertinus modelio parametrus, batina patikrinti jy
reik§mingumg - tikrinti Hy: §; = 0 (t. y. ar X (11.6) modeliui reikalingas).

Jei j-tasis kintamasis X% jgyja skaitines reik§mes (néra nominalusis), tuomet
hipotezei Hy: ;= 0 su alternatyva 3, # 0 tikrinti naudojamas Valdo kriterijus
su statistika W = (bj/se(bj))z. Jeigu ;= 0, tuomet W turi asimptotinj X2 skirs-
tinj su 1 laisvés laipsniu.

Nominaliojo kintamojo atveju Valdo statistika skai¢iuojama kitaip. Saky-
kime, j-tasis faktorius yra nominalusis, b; — koeficienty prie m-1 fiktyviy
kintamyjy maksimalaus tikétinumo jvercio vektorius, C - vektoriaus b; ko-
variacijy matricos jvertis. Tuomet Valdo statistika apibréziama:

Wi = bJTC-lb] .
Jei B; = 0, tuomet W; asimptotinis skirstinys yra x> su (m - 1) laisvés laipsniy.

Kadangi logistinio modelio gerumas vertinamas logtikétinumo funkcija, tai
Hy: B; = 0 tikrinti naudojamas ir tikétinumy santykio kriterijus su statistika:

G = -2In(L,/L,) = -2In tikétinumo funkcija be X(5)
o tikétinumo funkcija su X(j)

Esant teisingai nulinei hipotezei, statistikos G asimptotinis skirstinys yra x*
su 1 laisvés laipsniu. Remiantis §iuo faktu, galima tvirtinti: kai G <y (1),
modelio su X% ir be X tikétinumo funkcijos reik§mingai nesiskiria ir
(11.6) modelis be X\ teikia tiek pat informacijos, kiek ir su X9. Jei G > X, z.)
arba G kriterijaus p < a, tvirtinama, kad, jtraukus X, modelis pageréja.

Analogiskai norima nustatyti, ar j daugiamatj logistinj modelj papildomai
jtraukus kurj nors faktoriy rinkinj (bloka) (X, X0, X)) p=1,2 ..k,
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pageréja P{Y = 1} jvertis. Norint atsakyti j §j klausima, reikia tikrinti tokia
nuline hipoteze:

HOp: Bilz o T Bipz 0
su alternatyva: bent vienas 3, # 0.
H,, tikrinti naudojama G statistika (block Chi-square):

G=-2n tikétinumo funkcija be papildomo p faktoriy rinkinio

tikétinumo funkcija su papildomu p faktoriy rinkiniu '

Esant teisingai nulinei hipotezei, statistikos G asimptotinis skirstinys yra
X2 su p laisvés laipsniy.

Ar daugiamatis logistinis modelis apskritai tinkamas naudoti, t. y. ar jtrau-
kus faktorius XV, X@ ... X® i logistinj modelj, pageréja P{Y = 1} jvertis,
nustatoma patikrinus nuline hipoteze:

Hy: B, = B, =.... = Bx = 0 su alternatyva:
H,: bent vienas f3; # 0.

H, tikrinti naudojama tokia tikétinumy santykio statistika (model
Chi-square):

G=-2In & =-2(,~1)=-2In tikétinumo funkcija be faktoriy

tikétinumo funkcija { modelj jtraukiant & faktorlq

Jei H, teisinga, statistikos G asimptotinis skirstinys yra x* su k laisvés laipsniy.

Nulinei hipotezei Hy: B, = B, = .... = B = 0 tikrinti taip pat naudojami Waldo
ir poky¢io kriterijai. Valdo kriterijaus statistika $iuo atveju lygi:

W=b"(XTVX)b.

Esant teisingai nulinei hipotezei, W asimptotinis skirstinys yra x? su k laisvés
laipsniy.

Koeficienty reiksmingumo tikrinimo pavyzdys. Nagrinétame 11.2 pavyz-
dyje (11.5 lentelé) i logistinj modelj jtraukus kintamuosius amz, svor, R1,
R2, ruk, AH, LD, tikétinumo funkcijos logaritmo reiksmé I, lygi -103,9.
Darant prielaidg, kad mazo gimimo svorio tikimybé pastovi, tikétinu-
mo funkcijos logaritmo reik§meé I, lygi -117,3. Todél G = -2((-117,3) -
(-103,9)) = -2(-13,4) = 26,8. Esant teisingai H, (11.5 lenteléje pateik-
ti kintamieji neturi jtakos mazo gimimo svorio tikimybei), statistikos G
asimptotinis skirstinys yra x* . Taciau P{x*, > 26,8} < 0,0001, todél nuling
hipoteze su reik§mingumu a = 0,05 atmetame ir priimame alternatyva —
bent vienas i§ koeficienty b, j = 1, 2 ... 5 nelygus 0.
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11.5 lenteléje, be logistinio modelio koeficienty jverciy, pateikta ir Valdo
statistikos bei atitinkama p reik§més. Lenteléje matome, kad koeficiento prie
kintamojo LD Valdo statistikos p reik§mé yra didziausia ir lygi 0,83; taigi Sis
koeficientas nuo 0 reik$mingai nesiskiria. Logistinio modelio, sudaryto be
kintamojo LD, logtikétinumas lygus —103,94. Jis beveik nesiskiria nuo pa-
teikto 11.5 lenteléje — taigi LD modelyje nereikalingas. Logistiniame mode-
lyje, sudarytame be LD, koeficiento prie kintamojo amz Valdo kriterijaus p
reik§meé lygi 0,545 > 0,05; taigi kintamasis amz modelyje irgi nereikalingas.
Sudare logistinj modelj be $io kintamojo, gavome, kad visi modelio koefici-
entai reikimingai skiriasi nuo 0 (11.6 lentelé). Sio modelio logtikétinumas
lygus -104,1.

11.6 lentelé. Optimalaus logistinio modelio, skirto mazo gimimo svorio tikimybei
vertinti, koeficienty jverciai, Valdo statistikos p reiksmé bei rizikos jverciai

Kintamasis b Valdo statistikos o e pasikliautinieji
p reik§meé intervalai
svoris (svor) -0,040 0,008 0,961 0,933-0,990
R1 1,288 0,014 3,624 1,304-10,075
R2 0,944 0,026 2,569 1,121-5,891
ruk 1,072 0,006 2,920 1,366-6,241
AH 1,749 0,011 5,750 1,485-22,268
Konstanta 0,352 0,7 - -

Logtikétinumas = -104,1.

Skirtumas tarp 11.6 ir 11.5 lentelése pateikty modeliy logtikétinumo reiks-
miy lygus 0,2, G = 0,4. Remiantis 11.6 lenteléje pateiktais koeficienty jver-
¢iais, mazo gimimo svorio tikimybé lygi: T(x) = exp(é x))/(1 + exp(g(x)));
¢ia

g(x) = 0,352 - 0,04 xsvor + 1,288xR1 + 0,944 xR2 + 1,072 X ruk +
1,749 X AH. (11.8)

Logistinis modelis (11.8) tam tikra prasme yra optimalus — visi koeficientai
reik§mingai skiriasi nuo 0, papildomai jtraukus kintamajj, modelis nepage-
réja, modelio logtikétinumo funkcija yra didziausia.

Atrenkant kintamuosius daugiamaciam modeliui, buitina atsizvelgti j jy me-
dicinine prasme bei kuo labiau pagristi juy jtaka atsakui. Faktas, kad mode-
lio (11.1) G kriterijaus p reik§mé mazesné uz 0,05, dar nerodo priezasties
ry$io tarp faktoriaus ir dvinario atsako. Kintamieji X% logistiniame mode-
lyje turi buti tiesiskai nepriklausomi; jei koreliacijos koeficientas tarp dviejy
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faktoriy absoliuciu dydziu virsija 0,8, rekomenduojama j modelj traukti tik
viena i$ jy. ] daugiamatj modelj rekomenduojama traukti tik tuos kintamuo-
sius, kuriy G kriterijaus p reik§émé vienmaciame modelyje mazesné uz 0,2.
Jei n néra didelis arba jvykiy {Y = 1} néra daug, j daugiamatj modelj trau-
kiame tik informatyvius kintamuosius (G kriterijaus p < 0,05). Kintamuyjy
jtraukimo (forward stepwise) ar kintamyjy eliminavimo (backward stepwise)
zingsninis metodas vykdomas taip pat, kaip ir daugialypés regresijos atveju
(10.8 skyrius), tik vietoj F - jtraukimo ir F - eliminavimo statistikos naudo-
jama G statistika (11.7).

11.6. Logistinio modelio parametry interpretacija.
Rizikos vertinimas. Rizikos balo skaiciavimas

Sakykime, faktorius X jgyja dvi reik§mes: 0 (pavyzdziui, rizikos veiks-
nio (RV) néra) ir 1 (RV yra). Tuomet j (11.1) formule jrase X reikSme 0 ir
1, gauname:

P{Y = 1|X = 0} = exp(a)/(1 + exp(a)) = 1(0),
P{Y=1|X =1} = exp(a + B)/(1 + exp(a + B)) = n(1).
Naudodami logit funkcijos apibrézima (11.2), iSreiskiame o ir B:

a = logit(n(0)) = In 7(0)/(1 - 1(0)),
a+ B =logit(n(1)) = In n(1)/(1 - n(1)), (11.9)

B = logit(n(1)) - logit(n(0)) = [n =D/ A=)
n(0)/(1-m(0))

) /(1 -7 (1))

Analogiskai parametro {3 jvertis b = logit(7t(1)) - logit(7t(0)) = 1n7f(0) TN

Pagal apibrézimg (8.3 skyrius), tikimybiy santykis 7(1)/(1 - n(1)) ir 7(0)/
(1 - n(0)) yra jvykio {Y = 1} $ansas, kai faktoriaus reik§més atitinkamai ly-
gios 1 ir 0. Epidemiologinése studijose rizikos veiksnio (X = 1) jtaka su-
sirgimui {Y = 1} vertinama rizikos santykiu ($ansy santykiu) 0. 0 parodo,
kiek karty susirgimo Sansas, esant RV, yra didesnis nei susirgimo $ansas,
nesant RV. Pagal apibrézima,

g PY=1[x=B/-PY=1|x=1) z®/l-n1) _,
P =1x=0/(1-PY =1|x=0}) wn0)/(1-n(0))

(11.10)

Populiacijos rizikos santykio 0 jvertis yra OR. Pagal (11.9-11.10) formules,
OR = exp(b). Taigi, jei P{Y = 1} apibréziama (11.1) formule su X reik§mémis
0 (RV néra) ir 1 (RV yra), tuomet b = In(OR).
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Jei X yra kiekybinis kintamasis, pagal apibrézima:

1f(x+1)/(1—1f(x+1))‘

b = logit(ft(x + 1)) - logit(7t(x)) = In
T (x)/(1-7 (x))

T+ 1)/(1-7(x+1))
) /(1-7%(x)

(Y = 1) rizikos santykis, faktoriaus reikSmei padidéjus 1.

Dydis e’ parodo, kiek karty padidéja susirgimo

Parametry interpretacijos pavyzdys. 11.1 pavyzdyje pateikti tyrimo, skirto
ISL priklausomybei nuo amZiaus vertinti, duomenys, o ISL tikimybés jvercio
pagal amziy logistinés funkcijos parametrai — 11.3 lenteléje. Koeficientas b
lygus 0,111, e® = 1,117, todél galima daryti i$vada, kad, padidéjus amziui
1 metais, rizika susirgti ISL vidutiniskai padidéja 1,117 karto.

Sakykime, i logistinj modelj (11.6) jtraukiami du faktoriai: XV, jgyjantis
reik§me 1 arba 0, ir X?, jgyjantis m reik§miy. Tuomet koeficientas b, ly-
gus koreguoto rizikos santykio, skai¢iuoto izoliavus X® jtak, logaritmui:
b, = In(ORy).

Daugiamacio logistinio modelio koeficientas b; parodo, kiek, padidéjus
j-tojo faktoriaus reik$mei 1, padidéja susirgimo (Y = 1) $ansy santykio, ko-
reguoto pagal kitus faktorius, logaritmas. Taigi exp(b;) yra kintamojo X¢)
rizikos santykis, koreguotas pagal likusius (11.6) modelio faktorius; exp(b;)
vadinamas j-tojo faktoriaus standartizuotu (koreguotu) rizikos santykiu.
Dydis e’ nustatytas vieno kintamojo logistiniame modelyje, vadinamas izo-
liuotu rizikos santykiu. Statistiniuose paketuose, be bj ir se(bj), pateikiamas
ir dydis exp(b;) su pasikliautinaisiais intervalais. 11.6 lenteléje pateikti kinta-
muyjy, naudoty logistiniame modelyje mazo gimimo svorio tikimybei vertin-
ti, koreguoti rizikos santykiai su pasikliautinaisiais intervalais. Matome, kad
rukanciai motinai mazo gimimo svorio rizika padidéja 2,9 karto, serganciai
arterine hipertenzija - 5,75 karto; juodaodés moters rizika pagimdyti mazo
gimimo svorio kadikj 3,62 karto didesné, palyginti su baltaode.

Remiantis daugialypés logistinés regresijos modeliu, nepalankaus jvykio
(mazo gimimo svorio, susirgimo, mirties) rizikai vertinti skai¢iuojamas
rizikos balas (sudaromas risk score model). Rizikos balas sudaromas taip:
j daugialypés regresijos modelj jtraukty kintamyjy reik§més dauginamos i$
svoriy, proporcingy dydziams e, 0 gautos reik§meés sudedamos. 11.7 len-
teléje pateiktos kintamuyjy — rasés, mazo motinos svorio (low = 1, jei moti-
nos svoris néstumo pradzioje nevirsija 50 kg), ruk ir AH - izoliuota rizika
(koeficientai e vienmaciame modelyje) su 95 % PI, standartizuota rizika
(eb’ daugiamaciame modelyje) su 95 % PI bei rizikos svoriai.
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11.7 lentelé. Kintamuyjy izoliuota rizika, standartizuota rizika su
pasikliautinaisiais intervalais bei rizikos svoriai

Kintamasis Izoliuota rizika Standartizuota rizika Svoris
eb eP 95 % PI efi efi 95 9% PI
low 2,679 1,378-5,206 2,630 1,281-5,401 1
R1 2,328 0,939-5,772 3,238 1,191-8,804 2
R2 1,889 0,955-3,736 2,582 1,136-5,869 1
ruk 2,022 1,081-3,783 2,764 1,304-5,859 1
AH 3,365 1,021-11,088 3,774 1,085-13,134 3

Naudojant $iuos svorius, pagal formule
BAL =low + 2XR1 + R2 + ruk + 3x AH

skai¢iuojamas mazo gimimo svorio rizikos balas.

11.7. Logistinio modelio adekvatumo analizé (assessing fit)

Sudarius vienmatj ar daugiamatj logistinj modelj, vertinamas ir jo adekva-
tumas — modeliuoti atsako duomenys palyginami su faktiniais.

Sakykime, j logistinj modelj (11.6) jeina k nepriklausomy kintamyjy
XW, X@ . X® Pazymékime J - skirtingy $io faktoriy rinkinio reik§miy
(covariate pattern) imtyje skaiciy. Jei keliy individy faktoriy rinkinio (ko-
variatés) x = (x(I), x® ... x®) reikimeés vienodos, tuomet J < n. Pazyméki-
me individy su faktoriy vektoriumi x = x,j=12..], skaiciy m;; turime
my +m,+ ...+ m;=n.Teguy - atvejy {Y = 1} skaicius, kai x = x;. Logistiniu
modeliu prognozuojamy {Y = 1} atvejy skaicius, kai x = x;, yra:

m T, = mexp(g (x,))/(1 + exp(&(x,))).

Pateiksime keletg skirtumo tarp modeliuoty m; 7t ; ir faktiniy atsako reiks-
miy y; skaiciaus maty.

Adekvatumo x? kriterijus (goodness of fit) su statistika:

A N2

: v -mm)
it J

Jei logistinis modelis (11.6) teisingas, t. y. ﬁj = y;/mj, tuomet fiksuotam ]

statistikos 7 ; skirstinys yra asimptotinis y? su J - (k + 1) laisvés laipsniy. Sj

kriterijy modelio adekvatumui realiems duomenims vertinti galima taikyti

tik tuo atveju, jei ] < n bei y; ne mazesni uz 5.
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Jei n ganétinai didelis (n > 400) ir ] gana didelis, tada modelio adekvatumui
vertinti naudojamas Hosmerio-LemeSou (Hosmer-Lemeshow) Kkriterijus.
Skaic¢iuojant Hosmerio-Lemesou kriterijaus statistikos reik§me, kiekvienam
individui pagal modelj apskai¢iuojamos tikimybés (11.7). Jos surikiuojamos
nuo maziausios iki didziausios ir dalijamos j ¢ grupiy; dazniausiai ima-
ma g = 10. Po to visy individy apskaiciuotos tikimybés dalijamos j deciles
(i 10 grupiy pagal procentilius). Pirmoje grupéje yra apie #/10 individy, tu-
rin¢iy maziausias {Y = 1} jvertintas tikimybes. Kitoje grupéje yra apie n/10
individy, turin¢iy didesnes jvertintas tikimybes. Paskutinéje, deSimtoje gru-
péje yra apie n/10 individy, turin¢iy didziausias jvertintas tikimybes.

Hosmerio-Lemes$ou kriterijaus statistika C yra x? tipo statistika, naudo-
janti stebétus ir tikétinus {Y = 1} ir {Y = 0} daznius 2 x g lenteléje:

C =Zg (O, _nkn_k)z .

= n, (1-m,) ’

¢ia ny — individy skaicius k-toje grupéje, O — jvykiy {Y = 1} daznis k-toje
grupeje,

7, = (X%, n,

- vidutiné k-tosios grupés jvykio {Y = 1} tikimybeé.

Modeliavimo rezultatais parodyta: jei tarp faktoriy yra kiekybiniy ir logisti-
nis modelis yra adekvatus realiems duomenims, tai C skirstinys gerai aprok-
simuojamas x” skirstiniu su (g - 2) laisvés laipsniy.

Kaip minéta, modelio adekvatumui vertinti Hosmerio-Leme$ou kriterijy
rekomenduojama naudoti tik turint didele imtj: n > 400.

(11.8) modelio Hosmerio-Lemesou statistikos reiksmé lygi 6,528, laisvés
laipsniai g - 2 = 8, kriterijaus p reiksmé lygi 0,59. Taigi sudarytas modelis
geraj atitinka duomenis.

Pseudodeterminacijos koeficientai (pseudo - R?), arba R? tipo adekva-
tumo matai. Kaip minéta 10 skyriuje, tiesinés bei daugialypés regresijos
modelio atitikties realiems duomenims laipsnis vertintas determinacijos
koeficientu R? lygiu kvadraty sumos, salygotos regresijos, ir visos kvadraty
sumos santykiui. Tiesinéje regresijoje R> parodo, kokig dalj atsako kitimo
galima paaiskinti regresijos funkcijos kitimu. Kadangi tiesinéje regresijo-
je paklaidy skirstinys yra normalusis, todél skirtumas tarp visos kvadraty
sumos ir kvadraty sumos, salygotos regresijos, SSE proporcingas modelio
(10.8) tikétinumo funkcijai.
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Pazymékime [, ir [, - logtikétinumo funkcijos, nustatytos modelyje (10.15)
atitinkamai naudojant tik konstantg ir konstantg plius k faktoriy. Tiesinéje
regresijoje R? galima isreiksti:

RZ = (lo - lk)/lo = 1 - lk/lo.

Analogiskos statistikos, vadinamos pseudodeterminacijos koeficientais, nau-
dojamos ir logistinéje regresijoje. Dazniausiai naudojami $ie pseudo — R%:
Kokso-Snelio (Cox-Snell) pseudo - R

RZ = 1-(L(0) /L(K))¥™;

¢ia L(0) - tikétinumo funkcija, (11.3) modelyje naudojant tik konstan-
ta; L(k) - tikétinumo funkcija, (11.3) modelyje naudojant konstantg plius
k faktoriy. Ré maksimali reik§mé - 1 - (L(0))?™. Ji maZesné uz 1, todél vietoj
Ré naudojamas Nagelkerke R?, kuris kinta tarp 0 ir 1:

Ry = RZI(1 - (L(0))2/™).
Makfadeno (McFadden) pseudo - R*:

R;, =1-G/(-2In(L(0))) = 1—In(L(k))/In(L(0)).

Teoriskai R;, gali jgyti reiksmes tarp 0 ir 1. Taciau, analizuojant realius
duomenis, statistika G = -2(In(L(0)) - In(L(k))) néra didelé, palyginti su
-2In(L(0)). Jei 0,2 < R? <04, tuomet sakoma, kad logistinis modelis pui-
kiai atspindi realius duomentis.

11.8. Polinominé regresija

Sakykime, Y - nominalusis ar tvarkos kintamasis; jo reik§émés uzkoduotos
skaiciais 0, 1, 2 ... k. Faktoriy XV ... X® jtaka tokiam atsakui vertinama
polinominés regresijos modeliu. Polinominés regresijos modelio prielaida:
salyginés tikimybés P{Y = 0| X = x}, P{Y = 1| X = x} ... priklausomai nuo
faktoriaus reik$miy, kinta taip:

PY =0 X =x}=1/(1+e*" +e5™ + 45",
P{Y=i| X =x}=e5Y/ (2™ 2 4 4e8W), (11.11)

i = 1, 2 . k; éia gl(x) = Bio + Bilx(l) + ...+ Blpx(p).

Koeficientas prie x B;; parodo, kiek padidéja In(P{Y = i| X = x} / P{Y =
0] X = «}), kai x% padidéja 1 ir kai kity faktoriy reik§més yra fiksuotos. Ne-
zinomi modelio koeficientai  vertinami didziausio tikétinumo metodu; jy
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jverciai skai¢iuojami statistiniy programy paketais SPSS ir SAS. Ar tikimy-
bés P{Y =0}, P{Y = 1} ... P{Y = k} priklauso nuo faktoriy reik$§miy, nustato-
ma lyginant modelio su g;(x) = g;ir (11.11) tikétinumo funkcijos logaritmus:
skaic¢iuojama statistika G, kaip ir logistinéje regresijoje. Jei (11.11) modelyje
visi koeficientai B prie x lygiis nuliui, tuomet statistikos G skirstinys x
yra su pxk laisvés laipsniy. Kiekvieno koeficiento 3 reiksmingumui tikrinti
skai¢iuojama Valdo statistika ir jos p reiksmé.

1"
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12 SKYRIUS

Dispersiné analizé

12.1. Dispersinés analizés sgvoka

Apibudinti dispersine analiz¢ pradésime keliomis problemomis, kylancio-
mis medikams apdorojant tyrimy duomenis, kaip antai:

Ligoniams atliekamas skirtingo galingumo fizinio kravio méginys:
50 W, 75 W, 150 W, 200 W. Méginys kiekvienu galingumu atliktas 5 li-
goniams. Ar fizinio kravio metu ligonio bukle nusakantys parametrai
(SAS, DAS, SSD, ....) priklauso nuo galingumo?

Tiriamas vaisto poveikis kraujo spaudimui. Tyrime dalyvauja 20 ligoniy,
po penkis kiekvienoje grupéje: placebo, vartojusio vaisto doze 5 mg x 3,
vartojusio doze 10 mgx 2 ir 15 mgx 2. Ar galima tvirtinti, kad vaistas
daré jtakg SAS?

Nustatyti ligoniy, serganciy idiopatine dilatacine, iSemine ir hiperten-
zine kardiomiopatija, echoskopijos parametrai (iSstimimo frakcija,
KSGDD, ...). Ar $iy parametry vidutinés reiksmeés susijusios su kardio-
miopatijos rasimi?

Tiriamas vaisty A ir B poveikis kraujo spaudimui. Atsitiktinai parinkti
pacientai suskirstomi j 4 grupes: I — vartojo tik vaisto A, II - vartojo
tik vaisto B, III - vartojo abiejy vaisty, IV - placebo. Ar vaistai turéjo
poveikj SAS? Koks $iy vaisty poveikis SAS?

Tirta lyties ir amziaus (iki 50 m.; 50 m. ir daugiau) jtaka SAS dydziui. Ar
SAS priklauso nuo lyties ir nuo amziaus? Kaip SAS keiciasi su amziumi
vyrams ir moterims?

Visy minéty tyrimy modelis toks: tiriamas vieno ar keliy kokybiniy faktoriy
(galingumo, vaisto dozés, susirgimo, ...) poveikis kiekybiniam atsakui

235
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(SAS, DAS, KSGDD, ...). Atsako statistinis modelis - tolydusis atsitikti-
nis dydis, taigi faktoriaus poveikis kiekybiniam atsakui suprantamas kaip
poveikis atsako skirstinio vidurkiui. Dviejy populiacijy individy vidurkius
galima palyginti naudojant t ar U kriterijus. Taciau pasitaiko 3 ir daugiau
grupiy, kuriose individy skai¢ius nedidelis — 3-5. Todél keliy populiacijy
kiekybinio kintamojo vidurkiams palyginti reikalingi specialiis metodai. Be
to, tiriant keliy kokybiniy faktoriy jtaka atsakui, aktualu konstatuoti ne tik
atskiro faktoriaus jtaka, bet ir nustatyti siy faktoriy tarpusavio sgveika bei
kiekybiskai jg jvertinti. Visiems minétiems uzdaviniams spresti naudojama
dispersiné analizé (ANOVA).

Dispersiné analizé — tai visuma statistiniy metoduy, skirty kiekybiniy tyrimy
rezultatams, priklausantiems nuo skirtingy vienu metu veikianciy kokybi-
niy faktoriy, apdoroti. Dispersiné analizé padeda nustatyti svarbiausius fak-
torius ir jvertina jy poveikj kiekybiniam atsakui.

Dispersinés analizés taikymo prielaida: atsako skirstinys visiems faktoriaus
lygiams (arba keliy faktoriy visoms lygiy kombinacijoms) yra normalusis su
ta pacia dispersija (12.1 a pav.).

12.1 pav. Kintamojo skirstiniai jvairiems faktoriaus lygiams:
(a) - su vienodomis dispersijomis; (b) - su skirtingomis dispersijomis

12.2. Vienfaktoreé dispersiné analizé

Siame skyriuje daroma prielaida, kad individus veikia vienas kokybinis
faktorius X, apibudinantis kiekybine arba kokybine klasifikacija. Norima
nustatyti, ar $is faktorius daro poveikj kiekybiniam atsakui (priklausomam
kintamajam) Y.

Sakykime, faktorius X turi I reik§miy arba I lygiy. Faktoriaus poveikiui tirti
i$ populiacijy su faktoriaus 1, 2 ... I lygiu atitinkamai sudaromos kintamo-
jo Y nl, n2 ... nI dydzio imtys (12.1 lentelé¢). Pazymékime y;;, y;, ... ¥, —
kintamojo Y imtis i§ populiacijos su i-tuoju faktoriaus lygiu. Vienfaktorés
ANOVA prielaida - y;;, y;, ... ¥, skirstinys yra normalusis su ta pacia dis-
persija visiems faktoriaus lygiams (12.1 a pav.). Kitaip tariant, y;, j=1,2... ni
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skirstinys yra normalusis su vidurkiu m; ir dispersija 6. Todél y; struktris-
kai galima iSreiksti taip:

yi=m;+¢€ i=1,2.5j=1,2.. ni (12.1)

ij)
¢ia m; — atsako skirstinio i$ populiacijos su i-tuoju faktoriaus lygiu vidurkis,
¢; — nepriklausomi normalieji ats. d. su nuliui lygiu vidurkiu ir dispersija 6*.
(12.1) lygybe galime perradyti taip:

yy=m+al+sl],

¢ia m - Y skirstinio bendras vidurkis (sujungus visas populiacijas),
a; = m — m; — i-tojo faktoriaus lygio efektas (poveikis bendram vidurkiui),
be to, visy efekty suma lygi 0: o, + a, + ... + o = 0. Skirstinio vidurkiai (pa-
rametrai) m; néra zinomi; didZiausio tikétinumo m; jvertis yra y,- atsako
i-tojo faktoriaus lygio imties vidurkis. m jvertis yra bendras imties vidurkis
y (12.1 lentelé).

12.1 lentelé. Duomenys vienfaktorei dispersinei analizei

Vidurkis
1 imtis (1 faktoriaus lygis) Yiv Y12 -+ Yim »
2 imtis (2 faktoriaus lygis) Va1s Y2 -+ Vo Y,
I imtis (I faktoriaus lygis) Vi V12 -+ Vil Vi
Bendras vidurkis y

Teiginys ,atsakas Y priklauso nuo kokybinio faktoriaus® suprantamas:
,»Y skirstinys priklauso nuo faktoriaus lygio® Faktorius neturés jtakos at-
sakui, jei Y skirstiniai visiems faktoriaus lygiams bus identiski. Tai nutiks
tuomet, kai sutaps visy faktoriaus lygiy Y vidurkiai m;, nes Y dispersijos
visiems faktoriaus lygiams yra vienodos, o skirstiniai - normalieji. Todél
norint nustatyti, ar faktorius daro jtaka atsakui, tikrinama tokia nuliné
hipotezé:

H,y: ,visy populiacijy vidurkiai lygas (faktorius X jtakos neturi)®
(my=m, =..=mjyarba a, = a, = ... = a; = 0) su alternatyva: ,bent vienai
vidurkiy porai m; # mj“ (»bent vienas a;# 0°).

Kriterijaus, skirto H, tikrinti, statistikos sudaryma iliustruosime pavyzdziu.

Sakykime, tiriamas vaisto, mazinancio SAS, poveikis. Tyrime dalyvauja I li-
goniy grupiy: viena grupé gauna placebo, kitos (I — 1) - skirtingas vaisto
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dozes (¢ia faktorius — vaisto dozé). Sakykime, placebo paskirta nl atsitik-
tinai parinkty ligoniy. Nustatome $iy ligoniy SAS reikSmes y,,, y1, ... 1 .1-
Kadangi ligoniai parinkti atsitiktinai, galima tvirtinti, kad tai atsitiktiné
atranka i§ populiacijos, vartojusios placebo. Pirmg vaisto doze gavusiy li-
goniy SAS matavimai yra y,,, y,, ... ¥,..2; tai atranka i§ populiacijos ligoniy,
gaunanciy pirmg vaisto doze. (I - 1)-taja vaisto doze gaunanciy ligoniy
SAS matavimai yra: yy, yp ... Yp,- I8 viso turime N = nl + n2 + ... + nl
SAS matavimuy.

Pateiktame pavyzdyje SAS kitimg salygoja du veiksniai - faktoriaus (vaisto
dozés) jtaka bei individuali organizmo reakcija i vaistg. Visg duomeny kiti-
mg galima jvertinti visy SAS reik$miy y; skirtumo nuo bendro vidurkio y
kvadraty suma:

SST =3, 200y -

Si suma vadinama visa kvadraty suma (Total sum of square, Total SS) ir zy-
mima SST. Ji i$skaidoma j dvi kvadraty sumas:

D0y = = 0y ) i =) (122)

Desinéje lygybés (12.2) esanti suma Z; Z:d:l vy — 7)* vadinama vidine
kvadraty suma (sum of square within) ir zymima SSW. Ji atspindi duomeny
kitimg grupiy (faktoriaus lygiy) viduje. Suma SSW yra atsitiktinis dydis, tu-
rintis vidurkj 6*(N - I); SSW yra tuo didesné, kuo didesné dispersija 6. Suma
Z; ni(y - ¥)? yra tarpgrupiné kvadraty suma (sum of square between) ir zy-
mima SSB. Ji atspindi kitimg tarp faktoriaus lygiy (tarp grupiy). Sios sumos
vidurkis lygus:

(I-Do >+ ni(m, —m)’.

Sumos SST, SSW ir SSB yra atsitiktiniy dydziy kvadraty sumos; jose yra ati-
tinkamai (N - 1), (N - I) ir (I - 1) nepriklausomy atsitiktiniy dydziy. Todél
sakoma, kad sumos SST, SSW ir SSB turi atitinkamai (N - 1), (N-1)ir (I-1)
laisvés laipsniy. Esant teisingai nulinei hipotezei, SSTvidurkislygus (N - 1)c?,
SSW vidurkis - (N - I)c?, 0 SSB vidurkis lygus (I - 1)c?. Formulémis
MSW =SSW/(N -1), MSB=SSB/(I-1)

apibrézkime vidutinj kvadratg (mean square) MSW ir MSB. MSW vidurkis
lygus 62, o MSB vidurkis lygus

o2+ (3 ni(m, —m)*) /(I 1) (12.3)
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arba ¢ * + (Z:i]:1 nio,”) /(I —1). H, tvirtinimas, kad populiacijy vidurkiai ly-
gus, atitinka teiginj, kad desinysis (12.3) reiskinio démuo lygus 0. Todél nu-
linei hipotezei (vaisto dozé neturi jtakos SAS kitimui) tikrinti naudojamas
F kriterijus su statistika:

F=MSB/MSW.

Esant teisingai H,, statistika F turi FiSerio skirstinj su (I - 1) ir (N - I) laisvés
laipsniy. Taigi daromai$vada: jei apskaiciuota Freik§mé virsija F, ,(I-1,N-1),
nuliné hipotezé atmetama - tvirtinama, jog vaisto dozé daro reik$émingg po-
veikj SAS. Priesingu atveju (F < F, (I - 1, N - I)) nulinei hipotezei nepriesta-
raujama ir teigiama: remiantis tyrimy rezultatais, néra pagrindo tvirtinti, jog
vaisto dozé daro reik§mingg poveikj SAS; ¢ia F (I - 1, N - I) - Fiserio skirs-
tinio su (I - 1) ir (N - I) laisvés laipsniy 1 - a lygio kvantilis, a — parinktas
reik§mingumo lygmuo, dazniausiai a = 0,05.

Taikant vienfaktore ANOVA statistiniu paketu, H tikrinimo rezultatai pa-
teikiami dispersinés analizés lenteléje (12.2 lentelé). Joje yra kvadraty su-
mos SST, SSW ir SSB, jy laisvés laipsniai, vidutiniai kvadratai MSW ir MSB,
F kriterijaus statistikos ir jo p reik§més. Pagal p reik§me daroma i$vada apie
faktoriaus poveikj. Jei p > a (0,05), nulinei hipotezei nepriestaraujama; jei
p < a, nuling hipoteze atmetame, t. y. tvirtiname, jog ,faktorius daro reiks-
mingg poveikj atsakui“ - atsako skirstinio vidurkiai populiacijose, nusa-
komose faktoriaus lygiais, néra vienodi. Taip pat statistiniuose paketuose
pateikiama populiacijy skirstinio vidurkiy m; jverciai y, ir standartinio
nuokrypio jveréiai.

12.2 lentelé. Vienfaktorés dispersinés analizés lentelé

Kitimo $altinis Kvadraty suma Laisvés Vidutiniai F p
laipsniai kvadratai

Tarp grupiy SSB I-1 MSB F p

Grupiy viduje SSwW N-1 MSW

I$ viso SST N-1

Nustacius, kad faktorius daro reik§minga poveikj atsakui, t. y. populiacijy vi-
durkiai m; skiriasi, analizuojamas atsako vidurkiy kitimas kintant faktoriaus
lygiui — nustatoma, kaip faktorius veikia atsaka (12.2 pav). Jei faktorius at-
spindi kiekybinius poky¢ius (yra tvarkos kintamasis), tuomet analizuojama
vidurkio trendo dinamika (augimas, mazéjimas) kintant faktoriaus lygiui.

12.1 pavyzdys ([2]). Norima nustatyti, ar kardiomiopatijos rasis (hiperten-
ziné, iSeminé, idiopatiné dilataciné) turi jtakos santykiniam miokardo siene-
lés storiui (SSS). Cia faktorius — kardiomiopatijos risis (trys lygiai), atsakas
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Y - SSS. Echoskopija atlikta 89 ligoniams: 30 sergantiems hipertenzine, 29 -
iSemine ir 30 - idiopatine dilatacine kardiomiopatija. Nustatyta, kad ser-
ganciy hipertenzine kardiomiopatija SSS vidurkis ir standartinis nuokrypis
lygiis 0,358 ir 0,052; serganciy iSemine — 0,325 ir 0,054, serganciy idiopatine
dilatacine kardiomiopatija — 0,311 ir 0,047 (12.2 pav.). Kaip matyti, visy tirty
ligoniy grupiy SSS standartiniai nuokrypiai yra panasis. Poromis lyginant
grupiy SSS dispersijas F ir Lyvino kriterijais (6.4 skyrius) nustatyta, kad $iy
kriterijy p reikS§meés virsijo 0,45; taigi SSS dispersijas galima laikyti lygiomis.
Taip pat né vienas 6.7 skyriuje pateiktas kriterijus nepaneigé SSS normalu-
mo. Taigi dispersinés analizés taikymo prielaidoms priestaravimy néra.

037 -
036
034

0,33 -~

SSS, mm

0,32

0,31 -

0,3 T T T
1 2 3

12.2 pav. Sergantiy hipertenzine (1), iSemine (2) ir idiopatine dilatacine (3)
kardiomiopatija santykinio sienelés storio (SSS) vidurkiai

Statistiniu paketu apskai¢iuotos kvadraty sumos: SSB = 0,0348; SSW =
0,223; SST = 0,2578. SSB laisvés laipsnis yra 3 - 1 =2, SSW: 89 - 3 = 86,
SST: 89 — 1 = 88. Atitinkami vidutiniai kvadratai yra lygis: MSB = 0,0174;
MSE = 0,0026; statistika F lygi 6,71, F kriterijaus p reik§mé — 0,002. Todél su
0,01 reik§mingumu galima tvirtinti, kad kardiomiopatijos rais reik$mingai
salygoja SSS dydj.

12.3. Daugybiniai vidurkiy palyginimai

Dispersinéje analizéje naudojamu F kriterijumi i$siaiskinama, ar atsako vi-
durkiai, nustatyti visiems faktoriaus lygiams, statistiskai reikSmingai skiriasi
(m; # m; kazkuriam i ir j). Taciau F kriterijus nesuteikia galimybés tarpu-
savyje palyginti atskiry populiacijy (faktoriaus lygiy) vidurkiy. Pavyzdziui,
naudodami F kriterijy nustatéme, kad kardiomiopatija (idiopatiné dilataci-
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né, iSeminé, hipertenziné) daro reik$émingg jtaka Sirdies SSS. Taciau i$ $io
fakto negalime daryti i$vados apie atskiry kardiopatijos rasiy SSS vidurkiy
skirtumus.

Dviejy konkreciy populiacijy vidurkiams palyginti naudojamas t kriterijus.
Taciau, poromis lyginant keliy populiacijy vidurkius, tikimybé nustatyti vie-
ng reik§mingg skirtuma didéja augant pory skaic¢iui. Sakykime, tikrinama
hipotezé: ,,populiacijy A ir B vidurkiai yra lygas“ su reikimingumo lygme-
niu 0,05. Jei kartu tikrinama ir hipotezé: ,populiacijy C ir D vidurkiai yra
lygiis“ su tuo paciu reik§mingumo lygmeniu, tuomet patekimo j Sios hipo-
tezés atmetimo sritj tikimybeé lygi 1 - (1 - 0,05)> = 1 - 0,95-0,95 = 0,0975.
Lyginant k vidurkiy poras su reik§mingumo lygmeniu a, patekimo j hipo-
tezés atmetimo sritj tikimybé lygi 1 - (1 - a)k. Todél reikalingi kriterijai,
leidziantys tarpusavyje palyginti visy populiacijy (faktoriy lygiy) vidurkius.
Sie kriterijai vadinami vidurkiy daugybiniy palyginimy (post hoc) kriteri-
jais. Pateiksime keleta jy.

LSD kriterijus. Visy imciy poros lyginamos naudojant t kriterijy. LSD
kriterijus yra pats liberaliausias — dazniausiai randa reikémingus vidurkiy
skirtumus.

Bonferoni (Bonferroni) kriterijus. Parenkamas kriterijaus reiksmingumo
lygmuo a. Visos imc¢iy poros, kuriy yra C = (I - 1)I/2, lyginamos taikant
t kriterijy su reik§mingumo lygmeniu a/C. Bonferoni kriterijus menkai
efektyvus, kai imc¢iy yra daug, nes tada labai sumazéja a/C.

Tiuki (Tukey) kriterijus. Sis kriterijus grindziamas stjudentizuoto skirtu-
mo statistika. Sakykime, visy im¢iy dydziai vienodi: nl =n2 = ... = nl = n.
Norédami palyginti i-tojo ir j-tojo faktoriaus lygiy priklausomo kintamojo
vidurkius, skai¢iuojame statistika:

Qi ) = (7, = 7 )N MSW I n).

Jei abiejy populiacijy vidurkiai vienodi, tuomet atsitiktinis dydis |Q(3, j)| yra
stjudentizuotas atstumas su (I, nI - I) laisvés laipsniy (2.5 skyrius). Jei $io
kriterijaus p reik§mé mazesné uz a (reik$mingumo lygmenj), tuomet sako-
ma, kad i-tosios ir j-tosios populiacijy vidurkiai skiriasi.
Tiuki kriterijus — vienas labiausiai taikomy post hoc kriterijy. Jis ypac tinka-
mas, kai faktoriaus lygiy yra daug.
Sefés (Scheffee) F kriterijus. i-tojo ir j-tojo faktoriaus lygio vidurkiy palygi-
nimui skai¢iuojama tokia statistika:
_ ()7 i y j )2 )
S MSW(U/n, +1/n,)(I -1)
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Si statistika, kai populiacijy vidurkiai yra lyggs, turi F skirstinj su (I - 1,
N - 1) laisvés laipsniy. Jei Fj statistikos p < a, sakoma, kad i-tosios ir j-tosios
populiacijy vidurkiai skiriasi.

Sefés kriterijus labai konservatyvus. Jei, remdamiesi $iuo kriterijumi, atme-
tame hipotez¢ apie populiacijy vidurkiy lygybe, tai tg patj darys ir visi kiti
post hoc kriterijai.

Statistiniuose paketuose post hoc kriterijy taikymo rezultatai dazniausiai pa-
teikiami matrica. Sios matricos stulpeliai atitinka faktoriaus lygius, o i-tosios
eilutés ir j-tojo stulpelio susikirtimo gardeléje pateikiama naudojamo kri-
terjjaus p reik§mé. Jei p virsija parinkta reik§mingumo lygmenj, daroma
i$vada, kad atitinkamy populiacijy vidurkiai skiriasi (atitinkami vidurkiai
reik§mingai skiriasi).

12.2 pavyzdys [2]. Pateikiame serganciy hipertenzine (1), iSemine (2) ir
idiopatine dilatacine (3) kardiomiopatija SSS vidurkiy daugybinio palygini-
mo LSD, Tiuki ir Sefés kriterijais rezultatus (12.3 lentelé).

12.3 lentelé. Serganciy hipertenzine, iSemine ir idiopatine dilatacine
kardiomiopatija SSS vidurkiy daugybinio palyginimo rezultatai

LSD kriterijus Tiuki kriterijus Sefés kriterijus
Kardiopatija 1 2 3 1 2 3 1 2 3
Hipertenziné (1) - 0,014 | 0,001 - 0,039 | 0,002 - 0,048 | 0,003
ISeminé (2) 0,014 - 10,307 0,039 - 0,568 | 0,048 - 0,592
Id. dilataciné (3) | 0,001 ' 0,307 | - |0,002 0,568 - |0,003| 0,592 -

I§ 12.3 lentelés matyti, kad serganciy hipertenzine kardiomiopatija SSS vi-
durkis reik§mingai skyrési nuo serganciyjy iSemine ir idiopatine dilatacine.
Tai patvirtina visi taikyti kriterijai. Serganciy iSemine ir idiopatine dilata-
cine kardiomiopatija ligoniy SSS vidurkiy reik§mingo skirtumo nekonsta-
tuojame - visy kriterijy atitinkamos p reik§més virsijo 0,3 (LSD - 0,307,
Tiuki - 0,568, Sefés — 0,592). Pagal vidurkiy ir post hoc kriterijy p reik§mes
galima daryti i$vada, kad serganciy hipertenzine kardiomiopatija SSS vi-
durkis (0,358) yra reik§mingai didesnis nei serganciyjy iSemine ir idiopati-
ne dilatacine kardiomiopatija (0,325 ir 0,311 atitinkamai).

I§ 12.3 lentelés taip pat matyti, kad, lyginant tuos pacius vidurkius, LSD kri-
terijaus p reik§més yra maziausios, o Sefés — didZiausios. Tai patvirtina tei-
ginj, jog LSD kriterijus liberaliausias, o Sefés — konservatyviausias.
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12.4. Kintamujy vienfaktoréje dispersinéje analizéje
rySio matai

Sakykime, tiriama serganciyjy ISL gyvenimo kokybé. Ji vertinama kiekybi-
niu rodikliu - gyvenimo kokybés (GK) balu. Dispersinés analizés metodu
nustatyta, kad GK balo vidurkiui turi jtakos AH laipsnis, amziaus grupé, su-
sirgimo diagnozé, sergamumas CD. Aptariant Sio tyrimo rezultatus, aktualu
palyginti minéty rodikliy jtaka gyvenimo kokybés vidurkiui. Todél, taikant
vienfaktore ANOVA, kartais svarbu ne tik konstatuoti kiekybinio atsako ir jj
veikiancio kokybinio faktoriaus rysj, bet ir jvertinti Sio rysio stiprumo laips-
nj. Siam tikslui naudojami $ie rysio matai.

Koeficientas % 12.2 skyriuje visg kvadraty sumg i$skaidéme j dvi dedama-
sias (12.2): SST = SSB + SSW. SSB atspindi skirtuma tarp imciy vidurkiy:
kuo labiau vidurkiai skiriasi, tuo didesné SSB. Taciau SSB dydis priklauso ir
nuo duomeny matavimo vienety. Todél kintamyjy rysio stiprumui vertinti
naudojamas santykinis dydis

n* = SSB/SST = SSB/(SSB + SSW).
Pagal apibrézima n? yra tarp nulio ir vieneto. n? parodo, kokiag duomeny ki-

timo dalj sglygoja faktoriaus lygiy skirtumai. Dydis n = +/SSB/SST vadina-
mas netiesinés koreliacijos koeficientu. Kartais n? pateikiamas procentais.

Koeficientas w?. Sakykime, visy im¢iy dydZiai yra vienodi, t. y. nl =
n2 = ... = nl = n. Atsitiktinj kitimg atskiruose faktoriaus lygiuose nusako ¢?,
faktoriaus jtakg — dydZiai a; = m — m;. Todél faktoriaus jtakg vidurkiy svyra-
vimams galime vertinti o; vidutine kvadratine reik$me:

o; ="y al. (12.4)

Analogiskai n? apibrézimui, jvedame santykinj faktoriaus jtakos mata:

(ij/(cs2 +G;). (12.5)

Tiek o2, tiek G/% reikSmiy nezinome. 12.2 skyriuje teigéme, kad vi-
dutiniy kvadraty MSW ir MSB vidurkiai atitinkamai lygas o? ir
o+ nls 7/(I- 1). Todél o? jver¢iu galima laikyti vidutinj kvadratg MSW, o
sz. jverciy - (I - 1) (MSB - MSW)/(nI). Pakeite (12.5) formuléje c; ir 6? jy
jverciais, gauname koeficientg w*:

w? = (SSB - (I - 1)MSW)/(SST + MSW).

Si formulé taikoma ir tuo atveju, kai imeiy dydziai skiriasi.
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w? parodo, kokig dalj bendrosios atsako dispersijos paaiskina faktoriaus ly-
giy vidurkiy skirtumai. Kuo w? didesnis, tuo labiau duomeny kitima salygo-
ja faktoriaus lygiy kitimas.

Tarpklasinés koreliacijos koeficientas (Intraclass Correlation Coefficient)
ICC. Jis apibréziamas analogiskai koeficientui w?, tik o; vidutiné kvadratiné
reik§mé vertinama taip:

2 A 2
o;=(U-D"Y al

Tuomet o i jvertis yra (MSB - MSW)/n. Istate ji ir 6% jvertj j (12.5), gauna-

me koeficientg ICC, kai im¢iy faktoriaus lygiuose didumai vienodi:

MSB — MSW F-1

- - ; &ia F = MSB/MSW.
MSB+(n—-1)MSW ~F+(n-1)

Icc

Jei im¢iy dydziai skirtingi, ICC apibréziamas taip:
ICC=(F-D/(F+(n-1)),¢a n=I/(1/nl+1/n2+ ..+ 1/nl).

ICC interpretuojamas panasiai kaip ir w?.

12.5. Hipotezés apie keliy dispersijy lygybe tikrinimas

Kaip minéta 12.1 skyriuje, dispersinés analizés prielaida yra tokia: atsako
dispersijos visuose faktoriaus lygiuose yra vienodos. Todél pries naudojant
ANOVA, bittina patikrinti hipoteze apie populiacijy dispersijy lygybe. Siam
tikslui naudojami keli kriterijai.

Bartleto (Bartlett) kriterijus*. Sakykime, imama k im¢iy i$ normalyjj skirs-
tinj turinciy populiacijy. Tikrinama nuliné hipotezé: ,visy populiacijy dis-
persijos lygios“ su alternatyva ,,bent dviejy populiacijy dispersijos nelygios*.
Nulinei hipotezei tikrinti skai¢iuojama Bartleto kriterijaus statistika:

T=[(N-klns?=>" (n,-Dlns?]/(1+A);

¢ia N - im¢iy dydziy suma, Si2 - i-tosios imties dispersija,
s; =(N-k)" Z; (n, —1)s} - jungtinés imties dispersija,

A=[3k-D]" Z; ((n, =)' = (N =k)™), n; - i-tosios imties dydis.

Esant teisingai nulinei hipotezei, statistika T' turi asimptotinj x* skirstinj
su (k — 1) laisvés laipsniy. Pagal kriterijaus p reik$me¢ daroma i$vada: jei
p < a - visy populiacijy dispersijos néra lygios; jei p > a - dispersijy lygybei
nepriestaraujame.
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Bartleto kriterijus labai jautrus duomeny nenormalumui. Siuo atzvilgiu al-
ternatyva Bartleto kriterijui yra Lyvino (Levene) kriterijus. Sio kriterijaus
idéja: imties reikSmes y;; transformuojamos j absoliucius nuokrypius nuo
imties vidurkio (skai¢iuojami dydziai z; = |y; - ¥,|) ir naudojant F kriteri-
juy tikrinama, ar absoliuciy nuokrypiy z; vidurkiai populiacijose nesiskiria.
Jei néra pagrindo tvirtinti, kad z; vidurkiai populiacijose skiriasi, tuomet ir
prielaidai, jog populiacijy dispersijos vienodos, prie§tarauti néra pagrindo.

Statistiniuose paketuose pateikiama Bartleto, Lyvino ar kito kriterijaus,
skirto hipotezei apie keliy populiacijy dispersijy lygybe tikrinti, statistikos
reikémé bei atitinkama p reik§mé. Jei p < 0,05 (a = 0,05), daroma i$vada,
kad atskiry faktoriaus lygiy atsako populiacijos dispersijos néra vienodos.
Tokiems duomenims apdoroti ANOVA taikytina labai atsargiai. Jei p > 0,05,
galima teigti, kad atsako dispersijos atskiruose faktoriaus lygiuose vieno-
dos - taigi ANOVA taikyti galima.

12.6. Dvifaktoreé dispersiné analizé

Sakykime, tiriama dviejy kokybiniy kintamyjy (faktoriy) A ir B jtaka kie-
kybiniam atsakui Y. Faktorius A turi I reik§miy arba I lygiy, faktorius B -
Jlygiy. Faktoriy lygiai gali apibadinti tiek kiekybine, tiek kokybine klasifika-
cija. Siy faktoriy poveikiui tirti visoms faktoriy A ir B lygiy kombinacijoms
nustatomos atsako reiksmés (12.4 lentelé). Dél paprastumo teigiama, kad
visy im¢iy dydziai vienodi. Kaip ir vienfaktorés dispersinés analizés atveju,
daroma prielaida, kad atsako skirstinys visoms faktoriy A ir B lygiy kombi-
nacijoms yra normalusis su ta pacia dispersija. Vadinasi, atsako reik§meés,
nustatytos esant faktoriaus A i-tam ir faktoriaus B j-tam lygiui, turi norma-
lyji skirstinj su vidurkiu m; ir dispersija 6

Vi = My + & (12.6)
¢ia y; - k-toji imties, nustatytos esant faktoriaus A i-tam ir faktoriaus B
j-tam lygiui, reik§mé; ¢; - nepriklausomi normalieji ats. dydZiai su nuliui
lygiu vidurkiu ir dispersija 2. Kadangi atsakg veikia du faktoriai, jo kitima
salygoja:

o faktoriaus A jtaka;

o faktoriaus B jtaka;

o faktoriy A ir B tarpusavio sgveika;

o  atsitiktinis kitimas.

Todél (12.6) struktirinj modelj galime perrasyti taip:



246

JONE VENCLOVIENE
Statistiniai metodai medicinoje

¢ia a; - faktoriaus A i-tojo lygio efektas (poveikis bendram vidurkiui), p; -
faktoriaus B j-tojo lygio efektas, y; — faktoriy A ir B i ir j lygiy tarpusavio
efektas; be to, visy efekty suma lygi 0. Jei visuose faktoriaus B lygiuose fakto-
riaus A poveikis Y vidurkiui vienodas (arba faktoriaus B poveikis vienodas
visuose A lygiuose), faktoriy A ir B sgveikos néra (12.3 a pav.): y; = 0. Jei
vidurkio dinamika vieno faktoriaus atzvilgiu priklauso nuo kito faktoriaus
lygio, tuomet faktoriy tarpusavio sgveika yra (12.3 pav.).

12.4 lentelé. Dvifaktorés dispersinés analizés duomenys

Faktoriaus A Faktoriaus B lygiai Vidurkis

lygiai 1 2 J

1 imtis Y - Yiin Y1215 - Yion Yy - Yin Vi
vidurkis Vi Vi Yy

2 imtis Y2115+ YV21n Y2215+ Yoou Yoy o Yoy Vo
vidurkis Vo Vo Vo,

I imtis Ynv - Ynn Y1 - Yion Yy - Vi Vi
vidurkis Vi Vi Yy

Vidurkis Va Ve Vs

Bendras vidurkis y

Norint nustatyti, ar faktoriai ir jy tarpusavio sgveika daro poveikj atsakui,
tikrinamos $ios nulinés hipotezés su atitinkamomis alternatyvomis:

Hya: »faktorius A neturi jtakos atsakui“ (struktariniame modelyje (12.7)
o, = ... = a; = 0) su alternatyva: ,faktorius A turi jtakos atsakui® (,,bent vie-
nas a;# 0%);

Hgp: »faktorius B neturi jtakos atsakui“ (struktiriniame modelyje (12.7)
B,=...=p;=0) sualternatyva: ,faktorius B turi jtakos atsakui” (,,bent vienas
Bi=0%);

Hyag: »faktoriy A ir B tarpusavio sgveika neturi jtakos® (strukttiriniame mo-
delyje (12.7) y;=0,i=1,2 .., j= 1,2 ... ]) su alternatyva: , faktoriy A ir B
tarpusavio sgveika turi jtakos atsakui® (,,bent vienas y; # 0%).
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22 22

1 3

20 20

2
Faktoriaus A lygiai Faktoriaus A lygiai

12.3 pav. Faktoriy A ir B tarpusavio sqveikos jtaka vidurkiui:
(a) tarpusavio sqveikos néra; (b) tarpusavio sqveika yra

Sioms hipotezéms tikrinti skirty statistiky formulése yra visos kvadraty
sumos

§ST = Z;:l ijl ZZ:1 (yijk - )7)2

dedamosios. Kadangi atsako kitimg salygoja faktoriy A ir B kitimas, jy
tarpusavio sgveika bei atsitiktinis kitimas, todél SST iSskaidoma taip:
SST = SSA + SSB + SSAB + SSW. Cia

1 - —
SSA =nJY, (§.=7), SSB=nly (3.~

1 J o _ _ _ 1 J n —
SSAB = nzl':lzj:1(yij T Vi TV +y)2’ SSW = Zi:le:le:l(y’jk _yfj)z;

¥ - bendras vidurkis; y,, - faktoriaus A i-tojo lygio imties vidurkis; y, ; -
faktoriaus B j-tojo lygio imties vidurkis; y;; - imties su faktoriaus A i-tuoju,
0 B - j-tuoju lygiu vidurkis. SSA atspindi faktoriaus A jtaka, SSB - faktoriaus
B jtakg, SSAB - faktoriy tarpusavio sgveikos jtaka. SSW yra atsitiktiniy pa-
klaidy kvadraty suma. Kvadraty sumose SST, SSA, SSB, SSAB ir SSW yra
atitinkamai IJn - 1,1-1,] - 1, (I - 1)(J - 1) ir IJ(n - 1) +1 nepriklausomy
atsitiktiniy dydziy, vadinamy laisvés laipsniais.

Vidutiniy kvadraty
MSA =SSA/(I-1), MSB=SSB/(J-1), MSAB=SSAB/((I-1)(J-1)),
MSW =SSW/(IJ(n -1)) (12.7)

vidurkiai atitinkamai lygas: 6> + Jno,, o + InG,, o> + no,,, 6% &a
2 2 2 . . . . . v
G,,05,0,5 — faktoriy A, B ir tarpusavio sgveika atspindintys dydziai:

_ 1 _
ci=(U-D"Y al cl=(J-1 IZ;B?,
_ _ 1 J
cu=U-D"(-D"D > v (12.8)
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Esant teisingai nulinei hipotezei Hy, (o; = 0 visiems i), MSA vidurkis ly-
gus 62, nes ¢ 3 = 0. Todél hipotezei H, (faktorius A nedaro jtakos Y vi-
durkiui) tikrinti naudojama statistika: F, = MSA/MSW. Esant teisingai H,,
statistika F, turi F skirstinj su (I - 1) ir IJ(n - 1) laisvés laipsniy.

Esant teisingai hipotezei Hoy (B; = 0 visiems j), MSB vidurkis lygus 67, nes
o ; =0. Todél hipotezei Hyg (faktorius B nedaro jtakos Y vidurkiui) tikrinti
naudojama statistika: F = MSB/MSW. Esant teisingai Hp, statistika Fjp turi
F skirstinj su (J - 1) ir IJ(n - 1) laisvés laipsniy.

Jei Hyap (v5 = 0) teisinga, MSAB vidurkis lygus o nes 62, =0. Todél hi-
potezei Hy,p (faktoriy sgveika neturi jtakos) tikrinti naudojama statistika:
Fapy = MSAB/MSW. Esant teisingai H,p, statistika F,, turi F skirstinj su
(I-1)(J-1)irIJ(n - 1) laisvés laipsniy.

Statistiniuose paketuose dvifaktorés ANOVA rezultatai: kvadraty sumos,
laisvés laipsniai, vidutiniai kvadratai, F,, Fp, ir F,; statistikos bei jy p reiks-
més — pateikiami dispersinés analizés lenteléje (12.5 lentelé). Jei kurios nors
F statistikos p reikémé mazesné uz a, daroma i$vada, jog $is faktorius reiks-
mingai veikia atsaka.

Ir vienfaktoréje, ir dvifaktoréje ANOVA aktualu tarpusavyje palyginti visy
faktoriy lygiy kombinacijy vidurkius. Tam naudojami tie patys post hoc kri-
terijai. Statistiniuose paketuose daugybiniy vidurkiy palyginimo rezultatai
pateikiami matrica, kurios stulpeliai ir eilutés atitinka faktoriy A ir B visy
lygiy kombinacijas. i-tos ir j-tos eilutés susikirtime pateikiama kriterijaus
p reiksmé. Jei p < a, daroma i$vada, jog atitinkami vidurkiai statistiskai
reik§mingai skiriasi.

Interpretuojant dvifaktorés ANOVA rezultatus (kaip faktoriai veikia atsaky),
skai¢iuojami atsako vidurkiy jverciai y; bei grafiskai pateikiamas y; kitimas
pagal faktoriy lygiy i ir j kitimg. Paprastai X adyje atidedamos faktoriaus,
turincio didesnj lygiy skaiciy, reik§més, o kito faktoriaus lygiy atsako vidur-
kiai sujungiami tiese (12.3 pav.). Pagal F kriterijaus, daugybinio vidurkiy
palyginimo p reik$mes bei )_/,-j kitimg, priklausomai nuo i ir j, daroma i$vada
apie tai, kaip faktoriai A ir B veikia atsaka.

Dvifaktoréje dispersinéje analizéje taip pat vertinamas faktoriy ir atsako
rysio stiprumo laipsnis. Kokig dalj duomeny kitimo galima paaiskinti fak-
toriaus A, faktoriaus B ir faktoriy tarpusavio sgveikos kitimu, parodo, pavy-
dziui, koeficientai

N2 =8S4/SST,n2 = SSB/SSTn>, = SSAB/ SST.
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12.7. Dvifaktores dispersinés analizés taikymo pavyzdys

12.3 pavyzdys. Kardiologijos instituto Klinikinés kardiologijos laboratori-
joje 1998-2002 m. organizuota studija, skirta ligoniy, sirgusiy iimiais koro-
nariniais sindromais — Q ir be Q bangos miokardo infarktu (MI) bei nesta-
bilia kratinés angina (NKA) - buklei tirti. Ligonio sistolinio kraujosptadzio
(SAS) priklausomybei nuo koronarinio sindromo ir antsvorio (KMA > 25)
tirti taikyta dvifaktoré dispersiné analizé. Cia SAS - atsakas (priklausomas
kintamasis); faktorius A - koronarinis sindromas, turintis 3 lygius (Q MI,
be Q MI, NKA); faktorius B — antsvoris, turintis 2 lygius (yra; néra). Visy
faktoriy lygiy kombinacijy SAS normalumas tikrintas x* kriterijumi. Ka-
dangi x? kriterijaus p reik§mé virsijo 0,1 visose 6 grupése, laikoma, kad visy
ligoniy grupiy SAS skirstiniai yra normalieji. Bartleto kriterijaus p reik§mé
lygi 0,47; Lyvino kriterijaus — 0,62; taigi galima tvirtinti, kad visy grupiy
SAS skirstiniy dispersijos yra vienodos. Taigi ANOVA taikymo prielaidos
teisingos.

Dvifaktorés dispersinés analizés lenteléje (12.5 lentelé) pateiktos kvadraty
sumos, jy laisvés laipsniai, vidutiniai kvadratai, F kriterijaus statistikos bei
atitinkamos p reik§meés. I$ lentelés matyti, kad F kriterijaus, skirto hipotezei
apie koronarinio sindromo ir antsvorio jtaka SAS tikrinti, p reikémé mazes-
né uz 0,001. Todél galima tvirtinti, kad SAS vidurkis priklauso ir nuo koro-
narinio sindromo, ir nuo antsvorio. Siy faktoriy tarpusavio sgveika neturéjo
reik§mingos jtakos SAS, nes statistikos F, p reiksmé lygi 0,14 > 0,05.

12.5 lentelé. Dvifaktorés dispersinés analizés lentelé

Dispersijos $altinis | Kvadraty suma | L.1. 1:]\1 jclllrtzl:tl:iz F p
Koronarinis sindromas | SSA = 12411,8 2 MSA = 62059 | F, =845 <0,001
Antsvoris SSB =11896,7 1 MSB =11896,7 | Fz=16,21 | <0,001
(Koronarinis SSAB =2896,7 2 |MSAB=734,1 | F=197 @ 0,14
sindromas)*

Antsvoris
Atsitiktinis kitimas SSW =351646 | 479
I$ viso SST =350238 | 484

12.4 pav. pateiktas ligoniy, turin¢iy ir neturin¢iy antsvorio, SAS vidurkiy ki-
timas pagal koronarinj sindromg. I$ paveikslo matyti, kad turin¢iyjy antsvorj
SAS vidurkiai yra didesni. Remiantis post hoc vidurkiy palyginimu LSD kri-
terijjumi galima tvirtinti, kad serganc¢iy Q bangos MI ligoniy, turinciy ir
neturinéiy antsvorio, SAS vidurkiai patikimai nesiskiria (p = 0,25). Taciau
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serganciy be Q MI ir NKA ligoniy, turinciy antsvorio, SAS vidurkis buvo
reik§mingai didesnis uz neturin¢iy antsvorio (p < 0,01). Neturinciy antsvo-
rio ligoniy visy koronariniy sindromy SAS vidurkiai reik§mingai nesiskyre.
O turinciy antsvorio ligoniy, serganc¢iy Q bangos MI, SAS vidurkis buvo
reik§mingai mazesnis, negu serganciy be Q MI ir NKA (p < 0,005). Ser-
ganciy be Q MI ir NKA SAS vidurkiai reik§mingai nesiskyré tiek turinciy
antsvorio, tiek jo neturinciy grupéje (p > 0,5).

165 7
4{2: 160
20 1551
% 150
2" 145 —e— Antsvorio néra
2 40 ’/’\‘ —— Antsvoris yra

135 v v v v v v

Q bangos MI  be Q bangos MI  nestabili KA
Koronarinis sindromas

12.4 pav. Ligoniy, turinciy ir neturinciy antsvorio, SAS vidurkiy kitimas
pagal koronarinj sindromg

12.8. Kovarianciné analizé*

Kaip minéta, dispersiné analizé nagrinéja kokybiniy faktoriy jtaka kiekybi-
niam atsakui. Kovarianciné analizé (ANCOVA) skirta tirti kokybiniy fakto-
riy jtaka kiekybiniam atsakui, atsizvelgiant ir j kiekybiniy rodikliy (kovaria-
¢iy, prediktoriy) daromg poveikj atsakui.

Pateiksime kovariancinés analizés taikymo pavyzdj. Tirta jvairiy rasiy krak-
molo (grady, bulviy ir t. t.) kokybé. Atlikto eksperimento metu matuotas
krakmolo plévelés stiprumas. Naudojant vienfaktore dispersine analize
(faktorius — krakmolo rasis, atsakas — krakmolo plévelés stiprumas) nusta-
tyta, kad plévelés stiprumas statistiskai reik§mingai priklauso nuo krakmolo
rasies. Taciau plévelés stiprumg galima paaiskinti jos storumu (kovariate).
Pazymékime y;; - i-tosios krakmolo riies j-tasis stiprumo matavimas. Jei
$is matavimas buvo nustatytas esant z; storio plévelei ir jei tarp plévelés stip-
rumo bei storio yra tiesiné priklausomybé, y; modelis turéty biiti toks:

ij ij>
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¢ia m; - i-tosios krakmolo risies jtakos kiekybiné i$raiska, y — regresijos tarp
plévelés stiprumo ir storio koeficientas, e; - atsitiktiné paklaida.

Kovariancinés analizés taikymo prielaidos atsako skirstiniui yra tos pacios,
kaip ir dispersinéje analizéje: atsako reik§més nepriklausomos, visuose fak-
toriy lygiuose turinéios normalyjj skirstinj su ta pacia dispersija. Papildo-
mos ANCOVA prielaidos:

o  tarp atsako ir kovariatés yra tiesinis rysys;

o koreliacija tarp atsako ir kovariatés vienoda visuose faktoriy lygiuose;
o kovariatés reik§més nuo faktoriaus lygio nepriklauso.

Todél struktarinj kovariancinés analizés modelj su vienu faktoriumi ir viena
kovariate galime pateikti taip:

Vi =m+a +Y(z; - 20) + &5

Cia yj;ir z; - atsako ir kovariatés j-toji reikSmé esant i-tajam faktoriaus lygiui,
m — bendras atsako vidurkis, z0 — kovariatés reik$miy vidurkis, a; - i-tojo
faktoriaus lygio efektas, be to, a;, + a, + ... +a; = 0, y — regresijos tarp Yir Z
koeficientas, ¢; — nepriklausomi normalieji ats. d., &; ~ N(0,62).

Kovariancinéje analizéje tikrinamos Sios nulinés hipotezeés:

Hox: »faktorius neturi jtakos atsakui (o, = a, = ... = a; = 0);
H,,: »kovariaté neturi jtakos atsakui“ (y = 0).

Hx ir Hyy tikrinti naudojamas F kriterijus, kurio statistika sudaryta i$ visos
kvadraty sumos SST dedamyjy: SST = SSC + SSB + SSW¢. Cia SSC - ko-
variatés jtakg atsakui atspindinti kvadraty suma, SSB - faktoriaus efektg
atsakui be kovariatés jtakos nusakanti suma, SSW - atsitiktinj atsako kiti-
ma atspindinti kvadraty suma. Sumos SSC, SSBir SSW. isreiskiamos per
atsako, kovariatés ir rysio tarp atsako ir kovariatés kitimg (visg ir atskiruose
faktoriaus lygiuose) nusakancias dedamasias:

SSTy = >y =3 =2 n(F =)+ 2 Y (v —5,) = SSB, +SSW,>

SST, =" D=5 = oG- Y > (2, —F)" = SSBZ+SSW,»
1 n — _ I — N — _
SSTy =2 2y =9z, =)= n(F, ~)E ~2)+
1 n — —
Zi:lzj:l(yij - yi)(Zij —2,)=S88B,, + SSWy -

Suma SSB + SSW¢ lygi likuciy kvadraty sumai, skai¢iuotai tiesinéje regre-
sijoje tarp Y ir Z. Pertvarke $ig sumg, gauname

SSB,. + SSW,. = Z; le (v; =y —b(z; —2))* = SST, — (SST,,)* / SST,,
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nes b = SST,y/SST, (10.10 formulé). Taigi SSB. + SSW¢ lygi visai kvadraty
sumai, atémus dydj, vertinantj Y ir Z ry$j. Todél SSTy - (SST,,)*/SST, vadi-
nama pagal kovariate koreguota visa Y kvadraty suma (S5Ty,). Analogiskai
apibréziama pagal kovariate koreguota kvadraty suma SSWy,,;, nusakanti
kitimg faktoriaus lygiuose:

SSWC = SSWYadj = SSWY - (SSWZy)Z/SSWZ.

Kovariatés jtakai vertinti skai¢iuojamas dydis SST,y/SST, arba SSW,y/
SSW.

Hx tikrinti skai¢iuojama statistika F = (SSBo/SSW)/((I - 1)/((n - 1)I - 1)),
H,, tikrinti - F = (SSC/SSW¢)((n - 1)I - 1). Statistiniuose paketuose patei-
kiamos minétos kvadraty sumos, F statistikos bei atitinkamos p reik$meés.
Kaip ir 12.5 skyriuje, pagal p reikéme daroma i$vada apie faktoriaus ir kova-
riatés jtakg atsakui.
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13 SKYRIUS

ISgyvenamumo analizé

Klinikinése studijose, skirtose medikamentiniam ar chirurginiam vézio
gydymui, be kity ligonio bukle charakterizuojanciy rodikliy, fiksuojamas
ir laikas nuo ligonio stebéjimo pradzios iki mirties ar susirgimo remisijos.
Laikas nuo stebéjimo pradzios (susirgimo, jtraukimo j studija, operacijos,
gydymo pradzios) iki tam tikro baigties tasko (outpoint), kaip antai remi-
sija, mirtis, komplikacija, fiksuojamas ir kituose biomedicinos tyrimuose.
Sio pobiidzio duomenys registruojami tiriant nuodingo preparato jtakg
grauziky zadiai, analizuojant persirgusiy MI ar operuoty ligoniy i§gyveni-
mo trukme ir t. t.

Analizés metoduy, skirty laiko iki baigties tasko analizei ir modeliavimui,
visuma vadinama i$gyvenamumo analize (survival analysis). Isgyvena-
mumo duomenys suprantami kaip stebéjimo iki bet kurio baigties tasko
(nebutinai mirties) duomenys. Analizuojant $io pobiidzio duomenis, termi-
nas ,gyvavimo laikas“ (failure time) suprantamas kaip laikas nuo stebéjimo
pradzios iki baigties jvykio (output).

13.1. ISgyvenamumo tyrimo pavyzdziai

13.1 pavyzdys ([6]). Tirtas ligoniy, serganciy glioblastoma, i§gyvenamumas
po chirurginés operacijos. Sio tyrimo tikslas - nustatyti cheminés terapijos
tikslinguma: ar ligoniai, kuriems taikyta chemoterapija, iSgyvena ilgiau, ar
ne. 20 ligoniy po chirurginés operacijos taikyta chemoterapija, 15 — netaiky-
ta. Si 15 ligoniy grupé buvo kontroliné. Ligoniai stebéti tam tikrg laikg. Dalis
ligoniy stebéjimo laikotarpiu miré, dalis i$gyveno. Ligoniy stebéjimo laikas
savaitémis, jvykis (miré = 1, igyveno = 0) ir poveikis (cheminé terapija tai-
kyta, netaikyta) pateikti 13.1 lenteléje.

253



254

JONE VENCLOVIENE
Statistiniai metodai medicinoje

13.2 pavyzdys ([6]). Tirtas toksiniy medziagy poveikis peléms. Eksperi-
mento tikslas — nustatyti, ar yra rysys tarp toksinio preparato rasies ir pe-
liy iSgyvenamumo. Dél to 29 pelés buvo paveiktos A preparatu, 34 pelés —
B preparatu. Pelés buvo stebimos 25 dienas, fiksuotas jy iSgyvenimo laikas

dienomis. Po eksperimento abiejose grupése liko po 3 gyvas peles.

13.3 pavyzdys ([6]). Tirtas ligoniy, serganciy leukemija, remisijos laikas.
Tyrimo tikslas — nustatyti 6-mercaptorino (6-mp) efekta ligoniy remisijai.
Buvo fiksuota 21 ligonio, gydyto 6-mercaptorinu, ir 21 ligonio, gavusio pla-
cebo, remisijos laikai. Tyrimo duomenys pateikti 13.1 lenteléje (baigties tas-

kas: 1 - jvyko remisija, 0 — remisijos nesulaukta).

13.1 lentelé. 13.1 pav. ir 13.3 pav. tyrimy duomenys isgyvenamumui

ir remisijai vertinti ([6])

Glioblastoma sergan¢iyjy i§gyvenamumo

Leukemija serganciyjy remisijos duomenys

duomenys

Savaités | Baigties taskas Poveikis | Savaités = Baigties taskas Poveikis
1 1 kontrol. 6 1 6-mp
2 1 kontrol. 6 1 6-mp
5 1 kontrol. 6 1 6-mp
7 1 kontrol. 7 1 6-mp
13 1 kontrol. 10 1 6-mp
22 1 kontrol. 13 1 6-mp
24 1 kontrol. 16 1 6-mp
54 1 kontrol. 22 1 6-mp
7 0 kontrol. 23 1 6-mp
11 0 kontrol. 0 6-mp
19 0 kontrol. 0 6-mp
22 0 kontrol. 10 0 6-mp
30 0 kontrol. 11 0 6-mp
35 0 kontrol. 17 0 6-mp
39 0 kontrol. 19 0 6-mp
1 chem. 20 0 6-mp
1 chem. 25 0 6-mp
1 chem. 32 0 6-mp
10 1 chem. 32 0 6-mp
15 1 chem. 34 0 6-mp
19 1 chem. 35 0 6-mp

26 1 chem. 1 1 placebo

28 1 chem. 1 1 placebo
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Glioblastoma serganciyjy iSgyvenamumo | Leukemija serganciyjy remisijos duomenys
duomenys

Savaités | Baigties taskas Poveikis | Savaités = Baigties taskas Poveikis
33 1 chem. 2 1 placebo
36 1 chem. 2 1 placebo
39 1 chem. 3 1 placebo
44 1 chem. 4 1 placebo
0 chem. 4 1 placebo
0 chem. 5 1 placebo
13 0 chem. 5 1 placebo
22 0 chem. 8 1 placebo
25 0 chem. 8 1 placebo
36 0 chem. 8 1 placebo
43 0 chem. 8 1 placebo
45 0 chem. 11 1 placebo
- - - 11 1 placebo
- - - 12 1 placebo
- - - 12 1 placebo
- - - 15 1 placebo
- - - 17 1 placebo
- - - 22 1 placebo
- - - 23 1 placebo

I$ 13.1 lentelés matyti, kad tiek glioblastoma, tiek leukemija sergantys ligo-
niai stebéti nevienoda laiko tarpg - atskiri ligoniai stebéti net iki 45 savaiciy.
Dalis glioblastoma sirgusiy ligoniy stebéjimo metu miré: chemoterapijos
grupéje — 12 ligoniy, kontrolinéje — 8. Jy iSgyvenimo po operacijos laikas
zinomas. Kity ligoniy mirties stebéjimo metu neuzfiksuota - jy i$gyvenimo
po chirurginés operacijos laikas néra tiksliai Zinomas; Zinoma tik tiek, kad
jis ilgesnis uz ligonio stebéjimo laikg. Analogiski ir leukemija serganciy li-
goniy laiko iki remisijos duomenys.

Analizuojant 13.1-13.3 pavyzdziy duomenis, aktualu:

+ jvertinti tam tikros populiacijos - individy kontingento (pvz., serganciy
leukemija) - iSgyvenamuma;

o palyginti dviejy individy populiacijy iSgyvenamuma.

Kaip minéta, duomenys apie iSgyvenimo laikg yra specifiniai — Zinomas ne

visy tikslus i$gyvenimo laikas. Todél butinas populiacijos (tiriamos grupés)

iSgyvenamumo jvertis bei kriterijai populiacijy i§gyvenamumui palyginti.
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13.2. ISgyvenamumo duomenys. Cenziravimas

Analizuojant n dydzio imties i§ tam tikros populiacijos (ligoniy kontingen-
to) igyvenamumga, kiekvieng i-taji individa stebime C; laikg (13.1 pav.).
Daliai individy stebéjimo metu jvyko baigties taskas (miré, susirgo), todél
zinomi tikslas jy gyvavimo laikai U, U, ... U,. Likusiems n - k individams
stebéjimo laikotarpiu baigties taskas nejvyko — tam tikru momentu jie dingo
i$ stebéjimo (i$vyko, nustojo lankytis pas gydytoja ir t. t.) arba visg stebéjimo
laikg jy baigties tasko nesulaukta. Tolesnj iy individy gyvavima galima tik
prognozuoti. Tokie nei$samis stebéjimo duomenys vadinami cenziiruotais.
Cenziiruoty individy stebéjimo laikai yra zinomi ir lygas C,, C, ... C, _ .
Apibendrinant i§gyvenamumo duomenis, galima tvirtinti, kad tyrimo metu
nustatome dvimacio ats. dydzio reikSmes:

(tl, 11)) (tz, Iz) (tn, In);

¢ia I - cenztravimo indikatorius; I = 1, jei Zinomas laikas nuo stebéjimo pra-
dzios iki baigties tasko, I = 0 — cenziiruotas stebéjimas; Zinomas tik laikas,
iki kurio baigties taskas nejvyko. t; apibréziami taip:

Ul=1,
- {cj 0 (13.1)
j» =0

Galimi $ie cenziiravimo tipai:

o I tipas: visi individai stebimi vienodg laika, cenztravimas atliekamas
eksperimento pabaigoje, t. y. C;= C.

o Il tipas: visi individai stebimi vienodg laiko tarpg. Cenziravimas atlie-
kamas tik pasiekus tam tikra fiksuotg baigties tasky skai¢iy. Siuo atveju
cenzuravimo laikas yra atsitiktinis.

o IIT tipas (progresyvus cenziravimas): individai i studija jtraukiami
skirtingu laiku (13.2 pav.). Cenziravimas vyksta studijai baigiantis -
visiems individams tuo paciu (neatsitiktiniu) laiku.

o Atsitiktinis cenzaravimas: cenzaravimo laikai C,, C, ... C, yra atsitikti-
niai dydziai, nepriklausantys nuo gyvavimo laiky U,, U,, ..., U,

Dazniausiai naudojamas III tipo cenziiravimas. I tipo cenziravimas yra
atskiras III tipo atvejis. Siame skyriuje apsiribosime III tipo (progresyviu)
cenzuravimu.

13.1 skyriaus 13.1 ir 13.3 pavyzdziuose naudotas III tipo cenzhravimas
(ligoniai stebéti skirtingg laikg), 13.2 pavyzdyje — I tipo cenziravimas (pelés
stebétos vienodg laikg). Nagrinéjant ligoniy, serganciy glioblastoma, i$gy-
venamuma (13.1 pvz., 13.1 lentelé), chemoterapijos grupéje 12 ligoniy nu-
statyti tikslas iSgyvenimo (gyvavimo) laikai (nuo 1 iki 44 savaiciy), 8 reiks-
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més buvo cenziiruotos - pateikti tik stebéjimo laikai C; (ligoniai stebéti nuo
2 iki 45 savaiciy). Kontrolinéje grupéje nustatyti 8 tikslis iSgyvenimo laikai,
9 reik§més cenziruotos. 13.2 pavyzdyje abiejose peliy grupése yra po tris
cenzuruotas reik§mes. Ligoniy, serganciy leukemija, 6-mp grupéje nustatyti
9 tikslas iSgyvenimo laikai (laikas iki remisijos), 12 reiksmiy buvo cenzi-
ruotos, placebo grupéje visi laikai iki remisijos — tikslas (13.1 lentelé).

miré
- > =
dingo
— dingo | — ¢
dingo
_— ) —_—
mire
1965 1970 1975 1980 0 5 10 15
Ligoniy steb¢jimo laikas kalendoriniais metais Stebéjimo laikas metais

13.1 pav. Ligoniy stebéjimo laikas
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13.2 pav. Progresyvus cenzuiravimas

13.3. ISgyvenamumo funkcija, rizikos funkcija

Siame skyriuje pateikiamos sgvokos, reikalingos populiacijos isgyvenamu-
mui apibadinti.

Sakykime, T - populiacijos individo i§gyvenimo nuo stebéjimo pradzios iki
baigties tasko laikas (gyvavimo laikas). T priklauso nuo populiacijos cha-
rakteristiky, individualiy organizmo savybiy ir daugelio kity priezasciy,
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todél jj pagristai galima laikyti atsitiktiniu dydziu. Sio atsitiktinio dydzio
skirstinio funkcijg P{T < t} pazymékime F(t), tankj p(t). Pagal apibrézima
(2.4 skyrius), skirstinio funkcija F(f) = P{T < t} yra tikimybé neisgyventi
daugiau nei ¢ (laiko vienety), o funkcija

S(t) =1-F(t)= P{T > t}
yra tikimybé i$gyventi daugiau nei ¢ (laiko vienety). Funkcija S(f) vadinama
populiacijos i§gyvenamumo funkcija. S(¢) kinta tarp nulio ir vieneto ir yra
nedidéjanti.
Medicininiu poziiriu aktualu jvertinti baigties tasko (mirties, susirgimo) ri-
zika - baigties tasko atsiradimo tikimybe t momentu su salyga, kad iki # mo-
mento baigties tasko nebuvo. Si rizika bendru atveju yra laiko ¢ funkcija. Ja
zymésime h(t). Pagal apibrézima h(t) lygi:
h(t) = lim,, {P{baigties taskas laikotarpiu (¢, t + A] | T > t}/A}
= lim,,, {P{baigties taskas laikotarpiu (t, t + A], T > t}/(AP{T > t})}
=lim,,, (P{T >t} - P{T > t + A})/(AP{T > t})
=limy o (S(2) = S(t + A))/(AS(2)) = d/dt(F(1))/S(t) = p(t)/ S(¢).
Remiantis tankio p(t) ir S(t) apibrézimu, turime

h(t) = p(t)/S(t)= [d(-S(t))/dt]/S(t) = d(-In(S(¢t))/dt. (13.2)

Rizikos funkcijos h(t) kitimo pobudis priklauso nuo baigties tasko apibré-
zimo bei individo charakteristiky. Pavyzdziui, mirties rizika priklauso nuo
individo amziaus, biologiniy rodikliy (paveldéjimo, susirgimy) bei kity
veiksniy. Pensinio amziaus individy mirties rizikos funkcija h(t) didéja, di-
déjant ¢ (13.3 pav.) — nes rizika numirti senatvéje su amziumi didéja. Nelai-
mingy atsitikimy ar rety susirgimy rizika yra pastovi (13.3 pav.). Mirties po
operacijos rizikos funkcija h(t) - mazéjanti funkcija. Mirties nuo gyvenimo
pradzios iki senyvo amziaus rizikos funkcija yra vonios formos: kadikystés
laikotarpiu ji mazéja, véliau iki tam tikro amziaus islieka pastovi, o senatvéje
didéja (13.3 pav.).

Suminiam rizikos vertinimui naudojama suminé rizikos funkcija H(t):
H(1) =J:h(t)dt.

Naudojantis (13.2) formule, S(f) galime isreiksti:

S(0) = exp(- [ h(1)dl) = exp(- H(®) (13.3)

Isgyvenamumo modelio pavyzdys. Sakykime, ats. d. T skirstinys yra
eksponentinis su parametru 1/6. Tuomet F(t) = 1 - e, t > 0, tankis
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p(t) = (1/6)e"®, t > 0. Isgyvenamumo funkcija yra lygi: S(t) = e, t > 0,
h(t) = 1/6, H(t) = t/0; taigi Siuo atveju baigties tasko atsiradimo (mirties)
rizika yra pastovi ir lygi skirstinio parametrui 1/0.

4+ h() didéjanti mirties rizika

pensiniame amZiuje

pastovi nelaimingo atsitikimo ar
reto susirgimo rizika

N / ,/
\ ’

IV NN TR OO R
\ mirties rizika realiame gyvenime /
s ’
~ ’
~
S~ - -
_— — ..
—_———— po operacijos
/ mazéjanti rizika

> t

13.3 pav. Rizikos kitimas

Konkrecios populiacijos i$gyvenamumo funkcija vertinama naudojant
parametrinj arba neparametrinj i§gyvenamumo funkcijos modelj. Naudo-
jant parametrinj metoda, daroma prielaida, jog populiacijos iSgyvenamu-
mo funkcija yra tam tikro tipo (sakykime, ekponentinio, Veibulo), tac¢iau
su nezinomais parametrais, kuriuos reikia jvertinti. Dazniausiai naudoja-
mas iSgyvenamumo funkcijos neparametrinis jvertis — Kaplano-Mejerio
kreiveé.

13.4. ISgyvenamumo funkcijos neparametrinis jvertis.
Kaplano-Mejerio (Kaplan-Meier) kreivé

Sakykime, visiems individams nustatytas gyvavimo laikas - laikas nuo ste-
béjimo pradzios iki baigties tasko (mirties) u; (cenziiravimo néra). Tokiu
atveju i$gyvenamumo funkcijos S(t) jvertis S (t) lygus S (t) = n, / n; ¢ia n, -
individy, iSgyvenusiy iki momento ¢, skaicius, n - populiacijos ar imties
individy skaicius. Pazymékime t, =0, 0 < #; < ... < f; < ... < f;— skirtingi
baigties tasko atsiradimo laikai, iSdéstyti didéjimo tvarka, k - skirtingy baig-
ties tasko atsiradimo reik$miy skaicius, d] - individy, kuriems t; momentu
fiksuotas baigties taskas (mirtis), skai¢ius (13.4 pav.). Tuomet n,=n - (d, +
dy+..+d)kait,<t<t,,o0
n—d, n-d —d, n—d —d,—..—d,
X X..X

! :(l—i)(l—ﬁ)...(l—
n n—d, n—d —-d,—..—d, n 7,

),

. d,
St)= .

J



260

JONE VENCLOVIENE
Statistiniai metodai medicinoje

kai t; <t < t,;j=1.., k- 1; &ia r; - iSgyvenusiy iki momento ¢ skaicius.
Pagal apibrézimg, S (£) = 1, kai 0 < t < t,.

dy dy dy  dy d; dy
0=¢ n 1 13 e i I ty laikas ¢

13.4 pav. ISgyvenamumo duomenys be cenziiravimo

Taciau, kaip minéta, individai stebimi tik tam tikrg laika, nes gana ilgai ste-
béti ne visada jmanoma. Cenziruotiems duomenims i$gyvenamumo funk-
cijos S(t) dazniausiai naudojamas jvertis — Kaplano-Mejerio kreivé S(t).
Kaplano-Mejerio kreivés sudarymas. Sakykime, ¢, - laikai, apibrézti pagal
13.1 formule (baigties jvykio ar individo pasitraukimo i$ studijos laikas),
iSdéstyti didéjimo tvarka: 0 < t; < ... <t < .. < t, k - skirtingy ¢ reik$miy
skaicius, £, = 0. Momentine rizika jvykti baigciai (numirti) laikotarpiu tarp
dviejy gretimy mirties laiky [#, £;,,) yra:
q(t;) = P{baigties tadkas laikotarpiu [, #;,,) / baigties tasko iki ¢, nebuvo}.
Sios funkcijos jvertis g (t)) yra:
c}(tj) = {baigties tasky [¢; t,,,) laikotarpiu skaiCius / iSgyvenusiy iki ¢ skaicius}.
Pagal apibrézima,
S(t) = P{T > t}P{T > t, T > t} = P{iSgyventi iki t;}P{i3gyventi laikotarpiu
[t D} = S(t) (1 - q(1) = S(5;.,) (1 - q(5)) (1 - q(8)) = (1 = q(t))) ... (1 - g(t;))
(1 - q(0)).
Pazymékime:

d; - baigCiy momentu ¢ skaicius;

¢; - cenziruoty reik§miy momentu ¢; skaicius;

r,— individy, stebéty iki momento ¢, skaicius.
Kadangi zinoma, jog iki momento ¢ tikrai buvo r; iSgyvenusiy individy, to-
del g(t,) jvertis pagal apibrézimg lygus q (t) = d;/ 1, 0 8(t) jvertis (KM jvertis)
lygus:
S(t) = (1 - dy/r)(1 - dy/1,)...(1 - djr), kai t kinta intervale [t, ), j=1,2 ... k.

Pagal apibrézima, S()=1,kai0<t<t,.
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Rizikos funkcijos h(f) jvertis yra:
h(t) = d; [ (r; (t;,, - t))), kai t kinta intervale [t t;,,).

Paskaiciuosime ligoniy, serganciy leukemija ir gydyty preparatu 6-mp
(13.1 lentelé), remisijos laiko Kaplano-Mejerio jvertj. Skirtingi remisijos
laikai t; (savaitémis) yra: £, = 0, t; = 6,1, = 7 ... t;5= 34, t;s = 35. d; ¢, 1;
bei S(t) skaiciavimo duomenys pateikti 13.2 lenteléje. Remiantis joje pa-
teiktu i§gyvenamumo funkcijos Kaplano-Mejerio jverciu, galima teigti, kad
ligoniy, serganciy leukemija ir gydyty preparatu 6-mp, tikimybé remisijai
neatsirasti per 10 savaiciy po gydymo yra apie 0,75; per 15 savaic¢iy - 0,69;
per 20 savaiciy - 0,63.

13.2 lentelé. Ligoniy, serganciy leukemija ir gydyty preparatu 6-mp,
isgyvenamumo funkcijos vertinimas. Pagal apibrézimg, S(t) =1, kai 0 < t<t,=6

j t; d; ¢ r; d;/r; S (1) t intervalas
0 0 0 0 21 0 1 [0; 6)
1 6 3 1 21 3/21 0,8571 [6;7)
2 7 1 0 17 1/17 0,8067 [7;9)
3 9 0 1 16 0 0,8067 [9; 10)
4 10 1 1 15 1/15 0,7529 [10;11)
5 11 0 1 13 0 0,7529 [11;13)
6 13 1 0 12 1/12 0,6902 [13;16)
7 16 1 0 11 1/11 0,6275 [16;17)
8 17 0 1 10 0 0,6275 [17;19)
9 19 0 1 9 0 0,6275 [19;20)
10 20 0 1 8 0 0,6275 [20;22)
11 22 1 0 7 1/7 0,5378 [22; 23)
12 23 1 0 6 1/6 0,4482 [23;25)
13 25 0 1 5 0 0,4482 [25;32)
14 32 0 2 3 0 0,4482 [32; 34)
15 34 0 1 2 0 0,4482 [34; 35)
16 35 0 1 1 0 0,4482 >35

13.5 pav. pateiktas ligoniy, serganciy leukemija ir gydyty preparatu 6-mp,
iSgyvenamumo funkcijos (Kaplano-Mejerio kreivés) grafikas. Rutuliukais
pazymeéti visiskai zinomi gyvavimo laikai, pliusais — cenziiruoti. Analizuo-
jant populiacijos i§gyvenamuma, grafiskai pateikiama ne tik i§gyvenamumo
funkcija, bet ir baigties tasko (mirties ar remisijos) tikimybés intervale [0, ]
funkcija F(t) = 1 - S(1), tiksliau, F(t) jvertis ﬁ'(t) =1- §(t) (13.6 pav.).
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I3gyvenimo (iki remisijos) tikimybé

« Laikas iki remisijos Zinomas + Cenziruoti

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6

0,5

0,4

0,3

0 5 10 15 20 25 30 35 40
ISgyvenimo (iki remisijos) laikas savaitémis

13.5 pav. Ligoniy, serganciy leukemija ir gydyty preparatu 6-mp,
Kaplano-Mejerio isgyvenamumo kreivé

Remisijos tikimybeé

« Laikas iki remisijos zinomas + Cenziiruoti
0,6

0,5

0,4

0,3

0,2 ]._...,
L

0,1 L ]

0,0

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Isgyvenimo (iki remisijos) laikas savaitémis

13.6 pav. Ligoniy, serganciy leukemija ir gydyty preparatu 6-mp,
remisijos tikimybés grafikas
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I§ 13.2 lentelés bei 13.5 pav. matyti, kad Kaplano-Mejerio kreivé yra laip-
tuota funkcija, turinti Suolius tik baigties taskuose ¢ = up t.y. taskuose t;,
kuriuose stebétas jvykis (mirtis, remisija ...). Augant n, S(f) neartéja j 0.
Kadangi d;, ¢; r; - atsitiktiniai dydZiai, tai ir i§gyvenamumo funkcijos jvertis
S (t) yra atsitiktinis dydis. Todél skai¢iuojami S(#) pasikliautinieji intervalai,
tikrinamos hipotezés apie i§gyvenamumo funkcijy lygybe ir t. t.

S’(tj) dispersijosjvertislygus Az(tj) = (‘SA‘(tj))z{dl/(rl(r1 —d))+..+d/(ri(ri-d)}
standartiné paklaida (3.4} skyrius) — A(t;). S(t) pasikliautinasis intervalas ta3-
ke t = {; skaiCiuojamas: S(£) * Z(4.p), A(%)).

Kartais i§gyvenamumo funkcija vertinama Flemingo-Haringtono meto-
du. Sis metodas remiasi tuo, kad S(t) ireiskiama per sumine rizikos funk-
cijg (13.3). Todél naudodamiesi H(t) apibrézimu ir h(t) jverciu, gauname
F-H jvertj

S(t) = exp(-H(9) = exp(-Y h(5) (- 1)) = exp(-D_. d;/ ),

kai ¢ kinta intervale [, t;,,). Sis jvertis efektyvesnis tolydziam t. Jei duome-
nys grupuoti, geriau naudoti Kaplano-Mejerio jvertj. Dideliy im¢iy atveju
abu metodai lygiaverciai.

13.5. Dviejy iSgyvenamumo funkcijy palyginimas

Norint atsakyti j klausimg, ar toksinés medziagos vienodai veikia peles
(13.2 pavyzdys) arba ar cheminés terapijos poveikis pagerina ligoniy iSgy-
venamuma, reikia tikrinti nuline hipoteze apie abiejy populiacijy (kontin-
genty) iSgyvenamumo funkcijy Sy(#) ir S(#) lygybe:

Hy: So(t) = S,(¢) (iSgyvenamumo funkcijos tapacios).

Alternatyviosios hipotezés gali buti formuluojamos jvairiai:

Hp: So(t) # S,(8); H,: So(t) < $,(8); Hj: So(f) > S1(1), kai t < ¢,.
Tikrindami H,, apsiribosime H, alternatyva. H, tikrinti pateiksime keletg
kriterijy.

Logranginis kriterijus (Mantelio-Henzelio (Mantel-Haenszel) kriterijus);

(Logrank test). Logranginio kriterijaus, kaip ir daugelio neparametriniy kri-
terijy, pagrindas — stebéty ir tikétiny dazniy palyginimas.

Sj kriterijy iliustruosime tirdami preparato 6-mp efektg leukemija serganciy
ligoniy remisijos laikui (13.1 lentelés duomenys). Tikrinsime nuling hipote-
z¢, kad abiejy ligoniy grupiy - 6-mp ir placebo - iSgyvenamumo funkcijos
vienodos su alternatyva H, (iSgyvenamumo funkcijos néra vienodos).
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Pazymékime: 1, =0, u, ... u; — skirtingi, didéjancia tvarka suradyti serganciy
leukemija (tiek 6-mp, tiek placebo grupiy) remisijos laikai. Kiekvienam in-
tervalui [u;, u;,;) 6-mp ir placebo grupése remisijos daznius galime pateikti
2% 2 lentele:

Remisija
I§ viso
Ivyko Nejvyko
6-mp dy; Toj = do Toj
Placebo d; ri; - dy Ty
18 viso d ’ ri- d}. r

Cia r; - ligoniy be remisijos iki momento u; skai¢ius, d; - jvykiy (remisijy)
skai¢ius momentu u;. Indeksas 0 -~ 6-mp, 1 - placebo grupe.

Jei nuliné hipotezé Sy(¢) = S, (¢) yra teisinga, remisijos tikimybeé [¢;, ;,,) laiko-
tarpiu abiejose ligoniy grupése yra vienoda, o remisijy skai¢ius proporcin-
gas grupés ligoniy skaiciui ry; ir r;;. Todél tikétini remisijos dazniai 6-mp ir
placebo grupése atitinkamai yra:

Siuos tikétinus daznius batina palyginti su stebétais d,; ir d,;. Esant fik-
suotiems d; bei 7y, ry;, dy; skirstinys yra hipergeometrinis su parametrais
(1), 1oj» d;) (2.6 skyrius). Todél dy; vidurkis lygus Ed; = ryd;/r; = ey, o dispersi-
Skaiciuosime statistikg U:

U= (dy - ey) + (dy; — €p2) + ... + (do — ) = (stebétas remisijy skaicius —
tikétinas remisijy skaicius).

Ats. d. U vidurkis ir dispersija lygiis (dydziai r;, 1y, d, fiksuoti):

EU=0,DU=Y" (r,d,/r,)A=d,/r)r, =1, ) [(r, =1). (13.4)

Logranginio kriterijaus statistika T lygi U%/DU. Ats. dydzio U/</DU asimp-
totinis skirstinys yra standartinis normalusis, o T asimptotinis skirstinys —
X? su 1 laisvés laipsniu. Logranginio kriterijaus skai¢iavimo pavyzdys 6-mp
ir placebo i$gyvenamumo funkcijoms palyginti pateiktas 13.3 lenteléje. Joje
Co; it ¢j; — cenzliruoty reikmiy intervale [u;_;, u;) skaiius atitinkamai 6-mp
ir placebo grupése.

Siame pavyzdyje DU = 6,2537, logranginio kriterijaus statistika lygi:
T = (9 - 19,25)%/DU = 16,8, kriterijaus p reikémeé - 0,00004. Todél galime
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daryti i§vada, kad 6-mp ir placebo ligoniy grupiy i§gyvenamumo funkcijos
reik$émingai skiriasi: 6-mp preparatas — efektyvus vaistas, stabdantis vézio

remisijg.

13.3 lentelé. Logranginio kriterijaus skaiciavimas

Gl rg | Ty G | Cy | doy | dy € ey doj— ey dyj— ey
L 121021 10 00| 2| (21/40)x2 | (21/40) X2 -1 1
2 02119 0 00 0| 21/40)x2  (19/40)x2 -L05 = 1,05
3 121 17 0 0 0 1 21/38 17/38 -0,55 0,55
4 21 16 0 0 0 2 (21/37) %<2 | (16/37) %2 -1,14 1,14
5021 14 0 0 0 2 (2135 x2 | (14/35) x2 | -120 | 120
6 21 12 0 0|3 | 0 (2133 x3 (12/33) x3 L09 | -1,09
7 017 | 12 1 0 1 0 17/29 12/29 0,41 -0,41
8 16 12 0 0 | 0 4 | (16/28) x4 | (12/28) x4 | —2.29 2,29
10 | 15 8 1 0 1 0 15/23 8/23 0,35 -0,35
11138 |10 0 2| (13021)x2 (821) x2 -L24 | 124
12126 1002 (1218 x2 (618 x2 -L33 133
13 | 12 4 0 0 1 0 12/16 4/16 0,25 -0,25
15 | 11 4 0 0 0 1 11/15 4/15 -0,73 0,73
16 113 0|0 1 0 11/14 3/14 0,21 0,21
17 | 10 3 0 0 0 1 10/13 3/13 -0,77 0,77
207 2 3,0 1 1 (9)x2 | (29)x2 | -056 | 056
16 1 0 0 1 1| (g7)x2 (1/7)x2 071 | 071

18 viso 9 |21 19,26 10,74 -10,26 10,26

Svertinis logranginis kriterijus. Sio kriterijaus statistika lygi:
U, =3 w(d, —e,): (13.5)

¢ia w; — neneigiami svoriai. Tam tikra logranginiy kriterijy Seima naudoja

Flemingo-Haringtono svorius:

w, = (S@t,))" (1-S(,))" ;0 2 0,y > 03

(13.6)
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ta S (;) - abiejy sujungty grupiy iSgyvenamumo funkcijos Kaplano-Mejerio
jvertis.

Svoriy w; (13.6) efekta galime jvertinti taip:

= a =0, y =0: svoriai vienodi;

= a >0,y > 0: svoriai didesni ¢ intervalo viduryje;

= a > 0, y=0: svoriai didesni ¢ intervalo pradZioje;

» a =0,y > 0: svoriai didesni ¢ intervalo gale.

Esant teisingai nulinei hipotezei, statistikos U,, asimptotinis skirstinys yra
normalusis su nuliniu vidurkiu. U, dispersijos jvertis yra:

bU, = Zl,ll w2D(d, ;) =
> wid, (A =d, 1) =1y ), =1).

Nulinei hipotezei tikrinti naudojamo kriterijaus statistika T,, = U / DU Y
Jei abiejy grupiy iSgyvenamumo funkcijos vienodos, tuomet T, asimptotinis
skirstinys yra x* su 1 laisvés laipsniu.

Statistiniuose paketuose naudojami $ie svertinio logranginio kriterijaus
atvejai:

» Gehano apibendrintas Vilkoksono kriterijus: w; = r;;

= Taronés-Varo (Tarone-Ware) kriterijus: w ;= \/Z ; w; apibrézti (13.6) formule;
= Mantelio-Henzelio arba logranginis kriterijus: a =0, y=0;

= Flemingo-Haringtono kriterijus: a = -0,5, y = 0;

= Peto-Peto-Vilkoksono kriterijus: a = 1, y = 0.

Statistiniuose paketuose pateikiamos $iy kriterijy statistiky bei jy p reiks-
més. Jei p < a (a0 — reik$émingumo lygmuo), tvirtiname, kad isgyvenamumo
funkcijos néra lygios. Jei p > a, igyvenamumo funkcijy lygybei nepriesta-
raujama.

13.5 pavyzdys. Lygintos SeSiasdeSimtmeciy ir jaunesny bei vyresniy nei
60 m. ligoniy, persirgusiy tmiais koronariniais sindromais, iSgyvenamu-
mo kreivés (13.7 pav.). Sioms kreivéms palyginti skai¢iuotos logranginio,
Gehano-Vilkoksono bei Peto—Peto-Vilkoksono kriterijaus statistikos reiks-
mes. Siq kriterijy p reik§més atitinkamai lygios 0,0036; 0,0105 ir 0,0042. Tai-
gi galime tvirtinti, kad iki 60 m. ir vyresniy nei 60 m. ligoniy iSgyvenamumo
funkcijos reik§mingai skiriasi. I§ 13.7 pav. pateikty Kaplano—Mejerio kreiviy
galima daryti i$vada, kad mazdaug 3 metus iSgyvena apie 89 % vyresniy kaip
60 m. amziaus ligoniy, persirgusiy UKS, ir apie 94 % ne vyresniy kaip 60 m.
ligoniy. Analogiskai, 5 metus iSgyvena apie 85 % vyresniy kaip 60 m. am-
ziaus ligoniy bei 93 % ne vyresniy kaip 60 m. ligoniy, persirgusiy UKS.
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13.7 pav. 60 m. ir jaunesniy bei vyresniy kaip 60 m. ligoniy, persirgusiy imiais
koronariniais sindromais, isgyvenamumo kreivés

13.6. Keliy iSgyvenamumo funkcijy palyginimas

Sakykime, kelerius metus stebimi ISL sergantys ligoniai. Norima nustatyti,
ar jy iSgyvenamumas priklauso nuo susirgimo: Q bangos MI, be Q ban-
gos MI, NKA, stabiliosios KA. Tokiu atveju butina palyginti daugiau nei
dviejy ligoniy grupiy iSgyvenamumo funkcijas. Siam tikslui naudojamas
logranginis kriterijus.

Logranginis kriterijus kelioms iSgyvenamumo funkcijoms palyginti.
Tarkime, tiriama G, G > 2, poveikio grupiy. Siy grupiy isgyvenamumo funk-
cijos atitinkamai yra S,(#), S,(t), ..., S¢(#). Tikrinama nuliné hipotezé:

Hy: Si(1) = S,(1) = ... = S4(1) (grupiy iSgyvenamumo funkcijos tapacios) su
alternatyva: ,,bent dvi igyvenamumo funkcijos néra tapacios*.

Nulinei hipotezei tikrinti naudojamas logranginis kriterijus. Jis skai¢iuoja-
mas kaip ir 2 grupiy atveju. Pazymékime: u, =0, u, ... u; — didéjancia tvarka
sura$yti skirtingi visy individy baigties tasky (mirties, remisijos, ...) laikai.
Kiekvienam intervalui [u;, u,,) baigties taSky daznius grupése galima pa-
teikti Gx 2 porine dazniy lentele:
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Grupé Tvykis (mirtis, susirgimas) IS viso
ivyko nejvyko
1 dy; 1y - dy Ty
2 dy 1y~ dy 13
G dg;i ro — dgj e
18 viso d] ri- d, 7

Jei iSgyvenamumo funkcijos visose grupése tapacios, tada kiekvienam
intervalui [u;, u;,,) (G - 1)-macio ats. vektoriaus D; = (dy;, dyj ..., d(G.1))
skirstinys yra daugiamatis hipergeometrinis. Logranginé statistika U api-
bréziama naudojant daugiamacio atsitiktinio vektoriaus D; skaitines cha-
rakteristikas (16.2 skyrius) - vidurkiy vektoriy E;= (ey;, ..., €.;);) ir kovaria-
cijy matrica V;. U idreiSkiama naudojant veiksmus su vektoriais ir matrica
(15.1 skyrius):

U=(0-B)"VY0-E),&a0=), D, E=).E, V=2V,

Esant teisingai H,, statistikos U asimptotinis skirstinys yra x* su G - 1 laisvés
laipsniy.

Statistiniuose paketuose pateikiama statistikos U reik§mé bei atitinkama
p reik$meé. Jei p < a (a - reik§mingumo lygmuo), galime tvirtinti, kad G i$-
gyvenamumo funkcijy tarpusavyje néra lygios. Jei p > a, i$gyvenamumo
funkcijy lygybei nepriestaraujama.

13.6 pavyzdys. Priklausomai nuo vainikiniy arterijy (VA) stenozés daugiau
kaip 70 % buvimo, tirtas ligoniy, persirgusiy timiais koronariniais sindro-
mais, i§gyvenamumas. 13.8 pav. pateiktos ligoniy, neturinéiy VA stenozés,
turinciy 1 VA stenoze ir turinc¢iy daugiau nei vieng VA stenozg, iSgyvena-
mumo kreivés. Logranginio kriterijaus statistikos reiksmé lygi 8,63, atitin-
kama p reik§mé - 0,021. Taigi galima teigti, kad ligoniy, turinciy skirtinga
pazeisty VA skaiciy, i§gyvenamumo funkcijos néra vienodos.
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13.8 pav. Ligoniy, neturinciy VA stenozés (0), turinciy 1 VA stenoze (1) ir turinciy
daugiau nei vienos VA stenoze (>1), isSgyvenamumo kreivés

13.7. ISgyvenamumo funkcijos parametriniai modeliai

Kaip minéta 13.3 skyriuje, naudojamas populiacijos i$§gyvenamumo funkci-
jos parametrinis ir neparametrinis jvertis. Neparametrinis Kaplano-Mejerio
jvertis pateiktas 13.4 skyriuje.

Norint i§gyvenamumo funkcijg ne tik jvertinti, bet ir prognozuoti, naudo-
jamas parametrinis i§gyvenamumo funkcijos modelis: laikoma, kad gyva-
vimo laiko T skirstinys priklauso tam tikrai parametriniy skirstiniy $eimai
P(0). Pavyzdziui, T skirstinys yra eksponentinis su nezinomu parametru
1/6, 6 > 0. Cia P(0) - visi eksponentiniai skirstiniai. Pateiksime keleta daz-
niausiai naudojamy parametriniy iSgyvenamumo funkcijos modeliy.

Eksponentinis skirstinys. T skirstinio tankis p(#) lygus (8) lexp(-#/0);
¢ia 0 > 0. Tuomet iSgyvenamumo funkcija S(¢) = exp(-t/0), rizikos funkci-
ja h(t) = 1/8, suminé rizikos funkcija H(t) = /0 (13.9 pav.). Eksponentinio
skirstinio atveju rizikos funkcija yra pastovus dydis, lygus 1/0. T vidurkis
lygus 6, T dispersija lygi 62.
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A p(t) A S0 x D)

1/6

> > >

13.9 pav. Eksponentinio skirstinio tankis, isgyvenamumo funkcija, rizikos funkcija

Veibulo skirstinys. T tankis, iSgyvenamumo funkcija bei rizikos funkcija
yra lygas:

p(t) =v(0) " Texp(-(t/0)");  S(t) = exp(-(t/0)"); h(t) =v(0)™VF;

¢ia 0 > 0, v > 0 - skirstinio parametrai. Kai v > 1, rizikos funkcija yra dideé-

janti. Esant v = 1, Veibulo skirstinio tankis sutampa su eksponentinio - rizi-
ka pastovi. Kai v < 1, rizikos funkcija yra mazéjanti (13.10 pav.).

10

v=025

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2
t/0

13.10 pav. Veibulo skirstinio rizikos funkcija (6 = 2)

Loglogistinis skirstinys. Sio skirstinio tankis, i§gyvenamumo funkcija bei
rizikos funkcija lygis:

p() =v(O)™ 11+ (#/0)Y)%  S(t) =1/(1 + (£/8)");

h(t) = v(0)™1(1 + (#/0)¥) Y
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¢ia 0 > 0, v > 0 - skirstinio parametrai. Kai v > 1, rizikos funkcija yra N for-
mos - i§ pradziy didéja, o nuo tam tikro t mazéja. Kai v < 1, rizikos funkcija
yra mazéjanti (13.11 pav.).

Parametrinis iSgyvenamumo modelis parenkamas pagal rizikos funkcijos
kitimo pobudi. Jei yra pagrindo teigti, kad jvykio rizika pastovi, naudojamas
eksponentinis iSgyvenamumo funkcijos modelis. Jei kintant ¢ rizika didéja
ar mazéja, tuomet daroma prielaida, kad iSgyvenamumas turi Veibulo ar
kitg skirstinj.

3,0

2,5

2,0

1,5

h/(t)

1,0

0,5

0,0
00 02 04 06 08 1,0 12 14 1,6 1,8 2,0

t/0

13.11 pav. Loglogistinio skirstinio rizikos funkcija (0 = 2)

Isgyvenamumo funkcijos parametry vertinimas*. Parinkus parametrinj i$-
gyvenamumo funkcijos modelj, btitina jvertinti nezinomus parametrus. Ne-
zinomi parametrai vertinami didziausio tikétinumo metodu (3.2 skyrius).

Uzrasysime tikétinumo funkcijg cenziiruotiems duomenims. Turime atsitik-
tiniy stebéjimy seka (t,, §,), (£,, 8,) ... (t,, §,,); ¢ia §; — cenztravimo indikato-
rius, t; apibrézti (13.1) formule. Sakykime, kiekvieno individo gyvavimo lai-
kas T'yra ats. d. su tankiu p(t, 0); ¢ia 0= (6, 0, ... 6,) — nezinomy parametry
vektorius. Jei §; = 1, t. y. t; — stebétas gyvavimo laikas, tuomet ¢; tikétinumo
funkcija lygi p(t;, 0). Jei §; = 0, t. y. ¢, - individo stebéjimo laikas, tuomet tik
zinoma, kad $io individo gyvavimo laikas virsys t;. Tokiu atveju ¢, tikétinumo
funkcija lygi S(t;, 0). Bet kurios poros (¢, §;) tikétinumo funkcija lygi:

(p(t,,0))% (S(,,0))™.
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Imties (¢, 6,), (£, §,) ... (t,, §,) tikétinumo funkcija lygi:

£®) =TT, (p(1,,0))" (5(1,,0))" " =
= T, (80,0006, 0)° (52,00 =

=11, (.0 8(,.0).

Log-tikétinumo funkcija gaunama logaritmuojant L(0):

[0)=InL®)=>" {5, Inh(t,,0)+InS(.0)}

(13.7)

1(0) dalines i$vestines 6; atzvilgiu prilygine 0 ir i§sprende lygciy sistema
0, ativilgiu, gauname nezinomy parametry 0 jver¢ius 6 =(@,.6,,...6,).

6=0,.,..0) kovariacijy matricos jvertis lygus FiSerio informacijos ma-

tricos jvercio atvirk$tinei matricai (3.5 skyrius).

13.7 pavyzdys. Sakykime, T skirstinys yra eksponentinis su nezinomu pa-

rametru 0:

S(t, 0) = exp(-1/0), h(t) = 1/8.

Didziausio tikétinumo metodu rasime 0 jvertj. Tikétinumo funkcijos loga-

ritmas (13.7) lygus:
[®)= Z;{Si In(1/6)—1¢,/6}.

1(0) isvestine prilygine 0, gauname:

n

ol®) /00 _—72 3, +7le;! =0,
e :(Z:l=1ti/2:l=18i)=Tn/An;

¢ia A, - baigties tasky (jvykiy) skaicius, 7, — gyvavimo ir stebéjimo laiky

suma.

Nustatysime D(6 - 0) jvertj. Siuo atveju FiSerio informacijos matrica yra

vienas skaicius:

—0*Inl©)/00> =—A /0> + 2 /1’
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0 jos jvertis

o°Inl@®), A, 28, A,
T |9=é__T:+‘Cj _9:12'

D(O - 0) jvertis lygus /N =62 /A,

Remiantis didziausio tikétinumo metodu gauty jverciy savybémis, 6 skirs-
tinys yra normalusis su vidurkiu 0 ir dispersija 6?/A,. Todél galima uZzradyti
0 pasikliautingjj intervala: 0+ Z14p)2 6/ \/A—n ; ¢ia P - patikimumas, z, - N(0, 1)
skirstinio o lygio kvantilis.

Dviejy parametriniy iSgyvenamumo funkcijy palyginimas. Jei daroma
prielaida, kad dviejy ligoniy grupiy i$gyvenamumo funkcijos Sy(¢) = S(¢, )
ir §;(¢) = S(¢, 0,) priklauso tam tikrai skirstiniy klasei, tuomet Sy(t) = S,(t)
tada ir tik tada, kai 6, = 0; t. y. vietoje hipotezés Sy(¢) = S,(#) pakanka patik-
rinti parametrine Hy: 0, = 0,. Alternatyva Sy(f) # S,(t) analogiskai keiciasi j
alternatyva: 0, # 0,. H, tikrinti naudojami standartizuoto santykio (5.12)
tipo kriterijai.

13.8. Regresiniai iSgyvenamumo modeliai

Ankstesniuose skyriuose nagrinéjome populiacijos iSgyvenamumg. Taciau
konkretaus populiacijos individo iSgyvenamumas priklauso ir nuo individo
rodikliy. Pavyzdziui, asmeny, persirgusiy miokardo infarktu (MI), iSgyve-
namumas priklauso nuo ligonio amziaus, MI sunkumo, koronary stenozés
ir kity rodikliy. Todél individo iSgyvenamumg tikslinga laikyti atsaku j jj
veikiancius neatsitiktinius faktorius.

Pazymeékime T, T, ... T, - individy gyvavimo laikai. Kiekvienam individui
nustatytas p faktoriy (kovariaciy) reik$miy vektorius x; = (xl.(l), xl.(z)... xi(” ).
i-tojo individo gyvavimo laikui 7; modeliuoti tikslinga naudoti regresinius
modelius: T; skirstinj laikyti kovariatés x; funkcija. Pateiksime keletg regre-
siniy iSgyvenamumo modeliy.

Eksponentinés regresijos modelis. Daroma prielaida, kad i-tojo individo
gyvavimo laikas T; turi eksponentinj skirstinj su parametru 6;, priklausanciu
nuo kovariatés x; reikSmeés:

ET, =(1/0,)=By+PBx" +B,x? +..+B x"

arba 1/6, = exp(B, + B,x” + B,x,” +...+ B x").
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Nezinomi modelio parametrai f,, B, ... B, vertinami dazniausiai didziausio
tikétinumo metodu.

Beilio-Meikhemo (Bailey-Makeham) modelis. Daroma prielaida, kad
i-tojo individo rizikos funkcija lygi h;(t) = a(x;)exp(-y(x;,)t) + 8(x;); ¢ia para-
metrai a, y, 6 — kovaria¢iy funkcijos:

a(xi) = exp(ao +a1x;1) +a’2xi(2) +--.+apxi(p))a

V) = exp(y o +7,x" +y,x7 +. 4y, x),

5e) = oxp(S, 8,5 48,5 +..+5 x7).

Pagreitintas iS§gyvenamumo modelis (accelerate failure model). Siame mo-
delyje daroma tokia prielaida T; skirstiniui:

log(T)) = Bx” + B,x” +..+ B, x” +&5 (13.8)

¢ia ;- nepriklausomi ats. d., turintys tg patj skirstinj, B, B, ... B, — nezinomi
regresijos koeficientai. Dydis B, xi(l) +B, xl_(z) +..+B, xl.(") rodo kovariaciy
poveikj i§gyvenamumui: jam didéjant, didéja iSgyvenamumo laiko vidur-
kis. j-tosios kovariatés poveikis i$gyvenamumui pasireiSkia pagal ; zenk-
lg: jei p; > 0, didéjant x\”, individo i§gyvenimo vidurkis didéja; jei B <0,
didéjant x”, individo i$gyvenimo vidurkis mazéja, esant fiksuotoms kity

kovariaciy reik§méms.

Modelj (13.8) galima perrasyti taip:

1 2 .

T, =exp(B,x{” + B,x" +..+ Bpxi(p))ni’

¢ia n; = exp(e), i = 1, 2 ... n. n; skirstinys vadinamas baziniu i$gyvenamu-
mo skirstiniu (baseline survival distribution). Jei ; skirstinys yra normalusis,
tuomet #; skirstinys lognormalusis. Daugelyje praktiniy taikymy laikoma,
kad #; skirstinys yra Veibulo.

Pagreitintame iSgyvenamumo modelyje i-tojo individo iSgyvenamumo
funkcija S,(¢) lygi:

$i(1) = Sy(exp(=(B,xV + B,x +...+ B x)1);

¢ia Sy(t) — bazinio skirstinio i§gyvenamumo funkcija. Taigi $iame modelyje
kovariaciy efektas pasireiskia poveikiu laiko asies masteliui (13.12 pav.).

Jei zinomas tikslus bazinis skirstinys, pavyzdziui, Veibulo, tuomet zinoma
T; tankio ir iSgyvenamumo funkcijos parametriné israiska. Istacius Sias i$-
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raiskas j imties (¢, §,) ... (t,, §,) tikétinumo funkcijg (13.7), gautas i§vestines
nezinomy parametry atzvilgiu prilyginus 0 ir iSsprendus $ig lygciy sistema,
gaunami regresijos koeficienty jverciai.

1,0

0,8

0,6

S(t)

0,4
So(t)

So(2t
0.2 o(2t)

0
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
t

13.12 pav. Kovariaciy efektas isgyvenamumo funkcijai

13.9. Proporcingos rizikos modelis

Analizuojant idgyvenamumg, aktualu jvertinti kovariatés jtaka gyvavimo
laikui, neatsizvelgus j pasirinkta parametrinj modelj. Anksc¢iau nagrinétuo-
se regresiniuose modeliuose tai padaryti sudétinga. Todél labai populiarus
pusiau parametrinis iSgyvenamumo modelis, vadinamas proporcingos
rizikos (proportional hazard), arba Kokso (Cox), modeliu.

Sakykime, x - kovariatés (faktoriaus) X, lemiancios individo sveikatos bi-
kle, reik§mé. Proporcingos rizikos (Kokso) modelio prielaida - individo,
turincio kovariatés reik$me x, rizikos funkcija h(t; x) lygi:

h(t; x) = hy(t)exp(Bx); (13.9)

¢ia B - regresijos koeficientas, h(f) — neneigiama t funkcija, vadinama
bazine rizikos funkcija (baseline hazard). hy(t) parametriné iSraiska néra
Zinoma; hy(t) interpretuojama kaip individo su nuline kovariatés reik§me
rizikos funkcija.

Kokso modelyje (13.9) naudojama neparametriné funkcija hy(t), taciau
jame yra ir parametras — regresijos koeficientas p. Todél $is modelis vadina-
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mas pusiau parametrinju. Kadangi individy su kovariatés reikSmémis x; ir
x, rizikos funkcijy santykis

ht;x) _ hy(0)e™ _ P )
h(t;x,) by (1)e™

(13.10)

nuo ¢ nepriklauso (13.13 a pav.), todél $is modelis vadinamas proporcingos
rizikos (PR) modeliu. Logaritmuodami (13.10) reiskinj gauname, kad

log (h(t; x,)) - log (h(t; x,)) = B(x; - x,).

Tai reiskia, kad PR modelyje logaritmuotos rizikos funkcijos skiriasi tik pa-
stoviu dydziu (13.13 b pav.).

2,0 1,0
\ a 05 T b

1,5 ’ / ~_
= / \\ S o @ \\ i
s Wf . — S-05 If |

— =% B
, ~—_ 210 I —
5
/ — 15
0,0 -2,0
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 45 5,0 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 45 5,0
t t

13.13 pav. Individy su skirtingomis kovariatés reikSmémis rizikos funkcijos (a) ir
logaritmuotos rizikos funkcijos (b)

Regresijos koeficientas p PR modelyje interpretuojamas taip. Pagal api-
brézima,

h(t; x + 1) = hy(t)exp(B(x + 1)) = h(t; x)exp(B),

arba exp(p) = h(t; x + 1)/h(t; x). Taigi exp(p) parodo, kiek karty padidéja ri-
zikos funkcija, kovariatés reik§mei padidéjus 1. Jei p > 0, didéjant x, individo
rizika didéja; o jei p < 0, didéjant x, rizika mazéja. Dydis exp(p) vadinamas
pavojaus rizika (hazard ratio).

Sakykime, kovariaté X yra kokybinis kintamasis, pavyzdziui, x = 1 - indivi-
das serga CD, x =0 — individas neserga CD. Tuomet, pagal (13.9) apibrézima,
neserganciy CD rizikos funkcija lygi hy(), o serganciy CD rizikos funkcija
lygi ho(t)exp(B). Siuo atveju dydis exp(B) parodo, kiek karty serganc¢iy CD
rizikos funkcija didesné nei neserganciy CD.

Pagal (13.3) apibrézimg, individo su kovariatés reik§me x iSgyvenamumo
funkcija S(¢; x) lygi:
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S(t;x) = exp(- j hy(u) exp(Bx)du)) =

=exp(= I h (u)dU) exp(Bx) = (S, (1)) ™; (13.11)
¢ia Sy(t) baziné isgyvenamumo funkcija: S, (7) = exp(— ’J.ho (u)du)).

Remiantis (13.11) formule, galima tvirtinti, kad kai § > 0, tai didéjant x,
individo i§gyvenamumas prastéja, nes Sy(f) < 1, o jei p < 0, tai didéjant x, in-
divido isgyvenamumas geréja. Du kartus logaritmuodami (13.11) i$raiska,
gauname:

log(-log (S(t; x))) = log(-log (So(1))) + Bx, (13.12)

taigi proporcingos rizikos modelyje funkcijos log (-log(S(t; x))) visoms
x reik§méms skiriasi tik pastoviu dydziu.

Daugiamatis Kokso modelis. Sakykime, x(V, x® ... x) — individo kovaria-
¢iy reik§mes, x = (xV, x@ ... x?) - individo kovariaciy vektorius. Laikome,
kad $io individo rizikos funkcija h(t; x) lygi:

h(t; x) = ho(Hexp(B,x® + Box? + ... + BxP));

¢ia By, B, ... B, - regresijos koeficientai, hy(f) - baziné rizikos funkcija. Dau-
giamacio modelio parametrai B, p, ... p, interpretuojami taip: dydis exp(;)
parodo, kiek karty padidéja individo rizikos funkcija, i-tosios kovariatés
reik§mei padidéjus 1, o kitoms kovariatéms nekintant. Todél exp(f;) galima
laikyti i-tosios kovariatés pavojaus rizika, standartizuota likusiy kovariaciy
atzvilgiu; exp(p;) vadinama koreguota (standartizuota) pavojaus rizika.
Dydis exp(p), nustatytas vienmaciame Kokso modelyje (13.9), rodo rodik-
lio keliamg pavojaus rizika neatsizvelgiant i kity rodikliy jtaka — exp(p) va-
dinama izoliuota pavojaus rizika.

Kaip ir vienmaciame modelyje,

exp(BrxV+.. 4+ B, )

S(t;x) = (S, (1)

Tiek vienmacio, tiek daugiamacio Kokso modelio parametrai §;, B, ... B,
vertinami minimizuojant daling tikétinumo funkcija [2, 3, 6]. Nustacius
B1> By - B, ivercius, gaunamas hy(t) bei So(t) neparametriniai jverciai. Visi
$ie skai¢iavimai atliekami programiniais paketais STATISTICA, SPSS, SAS,
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S-plus. Programose, skirtose iSgyvenamumo duomenims apdoroti, patei-
kiami regresijos koeficienty jverciai, jy standartinés paklaidos bei kriteri-
jaus, skirto f; reik§mingumui tikrinti, p reik§meés. Statistiniuose paketuose
taip pat pateikiami h(f) bei Sy(¢) jverciai taskuose t, < t, <... < t;; ¢ia t; — skir-
tingi gyvavimo ar stebéjimo laikai. Ar Kokso modelis reik§mingai mazina
imties tikétinumo funkcijg, nustatoma pagal tikétinumy santykio kriteri-
jaus p reikSme: jei p < 0,05 - PR modelis reik§mingai mazina tikétinumo
funkcija; jei p 2 0,05 - kovariate jtraukus j PR modelj, tikétinumo funkcija
reikémingai nesumazéja. Todél PR arba, Kokso, modelj tokiy isgyvenamu-
mo duomeny analizei taikyti netikslinga.

Interpretuojant Kokso modelio rezultatus, svarbu ir pavojaus rizikos exp(;)
patikimumas, todél statistiniuose paketuose pateikiami dydziai exp(B;) su
pasikliautinaisiais intervalais. Jei exp(p;) pasikliautinojo intervalo ribos
didesnés nei 1, i-toji kovariaté didédama reik§mingai didina baigties tas-
ko rizika. Jei exp(p;) pasikliautinojo intervalo ribos mazesnés nei 1, i-tajai
kovariatei didéjant, rizika reikémingai mazéja. Jei | exp(B;) pasikliautinajj
intervala patenka 1, i-toji kovariaté i§gyvenamumui reik§mingos jtakos ne-
turi.

Naudojant jvairius kovaria¢iy rinkinius, galima sudaryti gana daug daugia-
maciy PR modeliy. Optimaliu laikytinas modelis, turintis maziausig tikéti-
numy santykio kriterijaus p reikime bei visus reiksmingus ;. Sis modelis
sudaromas analogiskai daugialypés regresijos modeliui. Pirmiausia atren-
kami kintamieji (kovariatés), turintys jtakos iSgyvenamumui. Tai nustatoma
remiantis vienmaciu Kokso modeliu. Jei koeficientas p reik$émingai skiriasi
nuo 0, kintamasis turi jtakos iSgyvenamumui ir jj galima naudoti daugia-
maciui modeliui sudaryti. Naudojant atrinktus informatyvius rodiklius,
optimalus daugiamatis Kokso modelis sudaromas analogiskai daugialypés
tiesinés regresijos modeliui, tik kintamieji jtraukiami ar pasalinami remian-
tis koeficienty reiksmingumo kriterijaus p reiksme.

Proporcingos rizikos modelio prielaidy tikrinimas. Ar kovariatés jtakg
iSgyvenamumui gerai atspindi Kokso modelis, nustatoma tikrinant PR mo-
delio prielaidas (13.9) ir (13.12). Tam naudojami grafiniai ir statistiniai kri-
terijai. Jei kovariaté — kokybinis kintamasis, jgyjantis reiksmes x; ... x;, tikri-
nant PR prielaidg - santykis h(t; x;)/h(t; x;) nuo ¢ nepriklauso — naudojami
$ie grafiniai metodai:

« Iigyvenamumo kreivé, jvertinta Kokso modeliu, S(# x;) lyginama su
Kaplano-Mejerio i$gyvenamumo kreive. Jei Kokso modelio prielaida
teisinga, S(t; x;) neturéty labai skirtis nuo Kaplano-Mejerio kreivés, nu-
statytos individams su kovariatés reiksme x;.



13 SKYRIUS
ISgyvenamumo analizé

279

o Log(-log (S(t; x;))) grafiko analizé; tikrinama, ar Sios kreivés, nusta-
tytos skirtingoms x; reikiméms Kaplano-Mejerio metodu, skiriasi tik
poslinkiu.

Jei kovariaté - kiekybinis kintamasis, tuomet Kokso modelio prielaidai tik-
rinti skaic¢iuojami Sionfildo likuciai (Schoenfeld residuals):

o= 8,06 = X(t))

T,
j=12..kda0<t <t <..<t - skirtingi igyvenimo ar cenziiravimo
laikai, iSdéstyti didéjimo tvarka, k — skirtingy laiky skaicius, T; - i-tojo in-
divido gyvavimo ir stebéjimo laikas, §; - cenziiravimo indikatorius, x; - ko-
variatés reiksme,

3 xet

1,21,

S et '

12t

(1)) =

Jei individo rizika didéja proporcingai x, tuomet r;, j = 1 ... k yra atsitiktiniai,
apie 0 svyruojantys dydziai, be to, didéjant ¢, r; artéja j 0.

13.10. Proporcingos rizikos modelio taikymas ligoniuy, persirgusiy
Umiais koronariniais sindromais, iSgyvenamumo analizei

13.8 pavyzdys. Kardiologijos instituto Klinikinés kardiologijos laborato-
rijoje 2001-2004 m. analizuotas 725 ligoniy, 1997-2002 m. persirgusiy
amiais koronariniais sindromais (Q bangos MI, be Q bangos MI, nesta-
biligja kriatinés angina), igyvenamumas po tmaus koronarinio sindro-
mo ([7]). Stebéjimo laikotarpiu fiksuotos 85 kardiovaskulinés mirtys; like
640 ligoniai stebéti nuo 1 iki 9 mety. Siam ligoniy kontingentui proporcin-
gos rizikos metodu:
« nustatyti rodikliai, turintys reik§mingg jtaka iSgyvenamumui;
o sudarytas kompleksinis modelis, skirtas individo mirties rizikai ver-
tinti.
Rodikliai, turintys reik§minga jtakq iSgyvenamumui, nustatyti vienmaciu
Kokso modeliu. Siy rodikliy koeficienty  jverciai, kriterijaus, skirto  reiks-
mingumui tikrinti, p reik§més, pavojaus rizika su pasikliautinaisiais interva-
lais pateikta 13.4 lenteléje.
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13.4 lentelé. Kokso modelio koeficienty [ jverciai, jy p reiksmé, izoliuota pavojaus
rizika ef su pasikliautinaisiais intervalais (PI) (IF - isstamimo frakcija,
DF - diastoliné funkcija)

Rodiklis B jvertis p eb ef P1

AmZius (deSimtmeciais) 0,415 < 0,001 1,514 1,20- 1,91
I$plites infarktas (yra, néra) 0,984 < 0,001 2,674 1,59-4,50
USN klase 0,696 < 0,001 2,006 1,43-2,81
Neatlikta miokardo 0,619 0,01 1,858 1,16-2,98
revaskuliarizacija

IF<25 0,927 0,029 2,528 1,10-5,80
Sutrikusi DF (yra, néra) 0,646 0,011 1,908 1,16-3,13
Mitalinio voZtuvo 1,056 0,01 2,876 1,66-4,97
nesandarumas (yra, néra)

VA stenoziy skaicius 0,293 0,035 1,34 1,02-1,76

Sudarant kompleksinj modelj, skirtg individo mirties rizikai vertinti, visi
13.4 lenteléje pateikti rodikliai jtraukti j daugiamatj Kokso modelj. I§ $io
modelio po vieng pasalinus rodiklius su nereik§mingais koeficientais f,
gaunamas optimalus daugiamatis Kokso modelis, skirtas jvertinti ligonio
iSgyvenamumui pagal jo buklés rodiklius. Daugiamacio Kokso modelio
koeficienty P jverciai, jy p reik§més, standartizuota pavojaus rizika su pa-
sikliautinaisiais intervalais pateikta 13.5 lenteléje. I$ jos matyti, kad i dau-
giamatj modelj jtrauktas amzius, USN Kklasé, infarkto i$plitimas, miokardo
revaskuliarizacijos atlikimas bei diastoliné funkcija. 13.14 pav. pateiktos is-
gyvenamumo funkcijos, apskaiciuotos $iuo daugiamaciu Kokso modeliu.

13.5 lentelé. Daugiamacio Kokso modelio koeficienty f3 jverciai, jy p reikSmes,
standartizuota pavojaus rizika ef su pasikliautinaisiais intervalais

Rodiklis B jvertis P eb ef PI Rizikos balas
Amzius (deSimtmeciais) | 0,385 0,002 1,47 1,16-1,87 1
I$plites infarktas 0,824 0,005 2,28 1,29-4,03 3
USN klasé 0,553 0,003 1,74 1,20-2,52 2
Neatlikta miokardo 0,762 0,003 2,14 1,30-3,54 3
revaskuliarizacija
Sutrikusi diastoliné 0,594 0,023 1,81 1,09-3,02 2
funkcija (yra, néra)
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13.14 pav. Isgyvenamumo funkcijos, apskaiciuotos daugiamaciu Kokso modeliu
jvairioms ligoniy rodikliy kombinacijoms:

1. amzius = 50 m.; USN = 2; nei$plites MI; atlikta miokardo revaskuliarizacija;
DF nesutrikusi;

2. amzius = 50 m.; USN = 3; neisplites MI; neatlikta miokardo revaskuliarizacija;
DF nesutrikusi;

3. amzius = 60 m.; USN = 2; i$plites MI; neatlikta miokardo revaskuliarizacija;
DF nesutrikusi;

4. amzius = 80 m.; USN = 3; i$plites MI; neatlikta miokardo revaskuliarizacija;
DF nesutrikusi

Individui nepalankaus jvykio pavojaus rizikai vertinti skai¢iuojamas rizi-
kos balas. Jis sudaromas remiantis daugiamacio Kokso modelio koeficien-
ty reik§mémis, analogiskai rizikos balui logistinéje regresijoje. ] Kokso
modelj jtraukty kintamyjy reiksmés dauginamos i§ svoriy, proporcingy
dydziams e’ po to gautos reik§meés sudedamos. 13.5 lenteléje pateikti j
daugiamatj Kokso modelj jtraukty kintamujy rizikos svoriai.

13.11. Kiti iSgyvenamumo modeliai
Proporcingos rizikos modelio apibendrinimas. Jei Kokso modelio salyga
néra patenkinta, naudojami bendresni negu (13.9) modeliai.

+ Kokso modelis su kintamomis kovariatémis. Sakykime, x;() - i-tojo
individo kovariatés reik§mé, nustatyta t momentu. Daroma prielaida, kad
i-tojo individo rizikos funkcija lygi:

hy(0)= hy (0"
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¢ia B - regresijos koeficientas, hy(t) — baziné rizikos funkcija. Realiuose tyri-
muose dazniausiai pasitaiko tokio tipo nuo ¢ priklausancios kovariatés:

x(t)—{0’0<t<zi’
L, t>z.

Pavyzdziui, tokia kovariate nurodoma operacija, atlikta praéjus z; laiko nuo
stebéjimo pradzios.

o Neproporcingos rizikos modelis:

h,(t)=h, (t)eﬁ(t)xj;

¢ia PB(t) — regresijos funkcija. Dazniausiai naudojami modeliai su atskirais
B(t) atvejais: B(t) = B + aQ(?); ¢ia Q() — nepriklausanti nuo parametry funk-
cija. p(t) forma vertinama remiantis Sionfildo likuéiais.

o Stratifikuotas Kokso modelis. Sakykime, individai pagal tam tikrg
rodiklj (ligonine, kurioje gydési, susirgimo rasj ir pan.) padalyti j k straty
(grupiy). Daroma prielaida, kad proporcingos rizikos modelis galioja kiek-
vienam stratui su individualia bazine rizikos funkcija hy;(f) ir bendru re-
gresijos koeficientu P. Taigi j-tojo strato individo su kovariatés reik§me x
rizikos funkcija lygi:

h(t; x) = ho(t)exp(Px), j=1... k.

Statistiniais paketais (SAS, SPSS) apskai¢iuojami f ir baziniy rizikos funkci-
ju neparametriniai jverciai.

» Konkuruojancios rizikos modelis (Competing risk model). Iki $iol na-
grinédami iSgyvenamumo modelius laikéme, kad baigties jvykis apibadi-
namas viena reik§me — miré, susirgo ir pan. Ta¢iau baigties jvykis gali jgyti
ir daugiau reik§miy. Pavyzdziui, mirti galima dél Sirdies ligos, véZio ar kity
priezasciy (13.15 pav.). Siuo atveju turime 3 baigties jvykio reikimes. Sis
iSgyvenamumo modelis vadinamas konkuruojancios rizikos modeliu.

Miré¢ dél Sirdies ligos

Gyvas ‘ Miré nuo véZzio

A Miré dél kity priezaséiy

13.15 pav. Konkuruojancios rizikos modelio pavyzdys

Esant keliems, sakykime, m baigties jvykio variantams, i§gyvenamumo duo-
meny struktdra tokia: fiksuojamas i-tojo individo gyvavimo ar stebéjimo
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laikas T; bei baigties tasko indikatoriai D;; ... D;,,. I §iy indikatoriy 1 gali bati
lygus tik vienas — priklausomai nuo baigties tasko reiksmés (pvz., mirties
priezasties). Jei stebéjimo metu baigties taskas individui nefiksuojamas, visi
D, yralygas 0. Si informacija gali buti pateikta ir 2 kintamaisiais (T, S)); ¢ia
T; - iSgyvenimo ar stebéjimo laikas, S; - baigties tasko indikatorius, sakyki-
me, §; =j, jei D; = 1,ir §;= 0, jei visi D; = 0.

Analizuojant tokio pobtdzio duomenis, vertinama iSgyvenamumo ir rizi-
kos funkcija j-tajai baigties jvykio reikSmei, sudaromi $iy funkcijy regresi-
niai modeliai ir kt.

Isgijimo modelis (cure model). Sakykime, analizuojamas jauny individy,
susirgusiyjy tam tikra liga, i§gyvenamumas. Dalis individy ,i$gyja“ - jy
gyvenimo laikas, galima sakyti, sglygojamas amziaus, panasiai kaip sveiky
individy. Likusiy individy, pavyzdziui, serganciy leukemija ir nepasveiku-
siy, gyvenimo laikas gerokai trumpesnis nei ,isgijusiyjy“ Gana ilgai ste-
bint §ig jaung populiacija, praktiskai fiksuosime tik ,neisgijusiy”“ individy
baigties taskus, o i$gijusiy individy baigties taskai paaiskés tik jiems sulau-
kus brandaus amziaus. Minétos populiacijos iSgyvenamumo funkcija, di-
déjant t, | nulj neartéja — ji artéja prie tam tikro teigiamo skaiciaus ; ¢ia
7 interpretuojamas kaip ,,i$gijusiyjy“ proporcija populiacijoje arba tikimybé
iSgyti (13.16 pav.). Parametrinés i§gyvenamumo funkcijos, pavyzdziui, eks-

.....

iSgyvenamumui modeliuoti naudojami pakoreguoti modeliai.

iSgijo

n/'
1- x W
neisgijo miré

13.16 pav. Isgijimo modelis. Populiacijos isgyvenamumo funkcija S(t) vertinama
modeliu S.(t) = 7 + (1 - mlexp(- ut), - tikimybé isgyti,
Y — mirtingumo rizika neisgijusiems

Liga

A 4

Misinio modelis (mixture model) — daroma prielaida, kad tiriamg populia-
cija sudaro dvi subpopuliacijos: ,,isgijusiy“ ir ,neisgijusiy“ Isgijimo tikimy-
bé lygi n, neisgijusiy individy i§gyvenamumo funkcija lygi W(¢). Tiriamos
populiacijos i§gyvenamumo funkcija S.() vertinama tokiu modeliu:

S.(H) =1+ (1 - M) W(t). (13.13)



284

JONE VENCLOVIENE
Statistiniai metodai medicinoje

Kai t =0, S,(t) = n + (1 - m)W(0) = 1. Augant t, W(£)>0, ir S.(t)>m. W(¢)
modeliuojama eksponentine, Veibulo ar kita parametrine funkcija. Taip pat
sudaromi regresiniai 13.13 modeliai — 7 vertinama pagal individo sveikatos
buklés rodiklius (kovariates) x;, x, ... . Pavyzdziui, n priklausomybé nuo ko-
variac¢iy vertinama logistine funkcija: m=1/(1 + exp(- (B, + Px; + P,x,)); cia
Bo» B> B, — regresinio modelio parametrai.

Ne misinio modelis (non-mixture model):

S(t)=n (=W @),

cija. Kai t = 0, W(0) = 1 ir S.(t) = n° = 1. Augant t, W(¢)>0, S.(t)>n. Siame
modelyje 7 taip pat laikoma kovaria¢iy funkcija.

Keliy buseny modeliai (multi-state models). Individo gyvenime vyksta po-
ky¢iai; kai kurie jy susije su sveikatos bukle: atsiradusi liga, operacija, po-
operaciné komplikacija ir t. t. Po kai kuriy jvykiy, pavyzdzZiui, susirgus arteri-
ne hipertenzija, diabetu, miokardo infarktu, organizme atsiranda kokybiniy
poky¢iy - galima sakyti, kad $iems jvykiams vykstant organizmas pereina i§
vienos biisenos j kitg. Permainoms modeliuoti naudojami keliy baseny mo-
deliai. Jie vaizduojami grafu, rodyklémis nurodant galimus peréjimus i$ vie-
nos bisenos j kita. 13.1-13.10 skyriuose nagrinétas dviejy baseny modelis:

Gyvas > Mires

Pateiksime keletg keliy buseny modeliy pavyzdziy.

Sergamumo-mirties modelis (ilness-death model). Individas charakteri-
zuojamas 3 basenomis: sveikas, sergantis, mires (13.17 pav.): galimas per-
¢jimas i$ vienos buisenos j kitg nurodytas rodyklémis. Taip pat naudojami
sergamumo-mirties modeliai su atsistatymu (reactivation) (13.18 a pav.) ir
su atsistatymu (reabilitacija) kaip atskira btsena (13.18 b pav.).

\ 4

Sveikas Sergantis

~N

Mirgs

13.17 pav. Sergamumo-mirties modelis
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Sveikas [ > Sergantis Sveikas +— Invalidumas l' Reabilitacija
. a
Mirgs Mirgs

13.18 pav. Sergamumo-mirties modeliai su atsistatymu (a);
su reabilitacija kaip atskira biisena (b)

Pasikartojanciy jvykiy modelis (recurrent events model). Siame modelyje
peréjimas i$ vienos buisenos j kitg vyks taip:

Tokiu modeliu gali bati iliustruojamas serganciyjy cukriniu diabetu albinu-
mo baltymo kitimas: norma - mikroalbinurija > makroalbinurija.

Keliy biiseny modeliai aprasomi atsitiktiniais procesais. Naudojami mode-
liai, kai laikas t yra diskretusis ir tolydusis. Peréjimas i$ vienos busenos j
kita nusakomas peréjimo intensyvumu (peréjimo rizika) - tikimybe, kad
iki + momento esant i biisenoje, momentu ¢ jvyks peréjimas j biseng j.
Pavyzdziui, 13.17 pav. pateikta modelj apibadina funkcijos: A(t) - rizika
numirti sveikam, @(t) - rizika susirgti sveikam ir u(t, t,) - rizika numirti
serganciam, kai susirgta momentu t,. Funkcijos A, ¢ ir p gali bati pateiktos
parametriniu pavidalu; nezinomi parametrai vertinami didziausio tikétinu-
mo metodu. Taip pat 13.17 pav. modelis pertvarkomas j modelj su kintama
kovariate ([3]).
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14 sSKYRIUS

Duomeny surinkimo
ir analizés kokybeés tyrimas

Analizuojant mediky sukaupta medziagg, pastebimas didelis duomeny ki-
timas ir dél to galimos klaidingos iSvados. Tam tikri statistiniai metodai
leidzia jvertinti duomeny kitimg, kartais salygota matavimo klaidy, testo
kokybe bei palengvina diagnostikos duomeny interpretavima.

14.1. Klaidos kiekybiniy duomeny analizéje

Atlikdami laboratorijoje eksperimentg, kuriuo nustatomos kiekybinio
rodiklio reik§més, susiduriame su dviejy rasiy klaidomis: sistemine ir at-
sitiktine. Atsitiktiné klaida - tai nuokrypis nuo vidutinés reik§més, atsiran-
dantis dél daugelio pasaliniy faktoriy poveikio, kurj jvardijame atsitiktiniu.
Sisteminé klaida daroma tuomet, kai gauty reikSmiy vidurkis skiriasi nuo
tikrosios reik§meés.

Aiskindamiesi $ias savokas, analizuokime realig situacijg laboratorijoje. Ke-
turi studentai (A, B, C, D) individualiai atlieka titravima: jie turi i$siskirti
10 ml tirpalo. Kiekvienas studentas atlieka titravimg 5 kartus. Gauti rezulta-
tai pateikti 14.1 lenteléje.

A studento rezultatus galima apibudinti dviem aspektais. Pirma, gau-
tos reik§meés labai mazai skiriasi viena nuo kitos - jos kinta nuo 10,08 iki
10,12 ml; taigi atkartojimas yra didelis. Antra, visos gautos reik§més virsija
tikraja reik§me - 10 ml. Vadinasi, gauta sisteminé paklaida. Matome, kad,
atlikdamas eksperimentg, studentas daré dviejy rasiy klaidas. Jo titravimo
rezultatai i$sibarste aplink vidurkj — 10,1 ml. Taigi yra atsitiktinés klaidos.
Reik$miy nuo vidurkio skirtumas apibidina eksperimento patikimuma,

287
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arba atkartojamuma (precision, reproducibility, reliability). A studento at-
sitiktinés klaidos labai mazos (nevirsija 0,02 ml), todél galima sakyti, kad
rezultatai labai patikimi. Ta¢iau daryta sisteminiy klaidy - visi rezultatai
virsija tikra reik$éme. Sisteminés klaidos buvimas ar nebuvimas apibtidina-
mas eksperimento tikslumu (accuracy): kiek gautos reik§més artimos tikrai
reik§mei. A studento gauti rezultatai néra tikslis. B studento rezultatai pries-
taringi A studento rezultatams. Penkiy matavimy vidurkis - 10,01 ml - la-
bai nedaug skiriasi nuo tikrosios reik§més. Taigi gauti rezultatai yra tikslas.
Taciau nustatyty reik§émiy diapazonas — nuo 9,8 ml iki 10,21 ml (14.1 len-
telé) — gana platus; atsitiktinés paklaidos svyruoja iki 0,2 ml. Siuo atveju
eksperimento rezultatai nepatikimi. C studento rezultatai néra nei patiki-
mi (gautos reik§meés svyruoja nuo 9,69 iki 10,19 ml), nei tikslas (vidurkis
9,9 ml). D studento rezultatai, patikimi (svyruoja nuo 9,97 iki 10,04 ml) ir
tikslas (vidurkis 10,01 ml). Skirtumas tarp tikslumo ir patikimumo pateik-
tas 14.1-14.2 pav.

Duomeny patikimumas vertinamas kitimo rodikliais — dispersija, standarti-
niu nuokrypiu, standartine paklaida, interkvartiliniu plo¢iu. Atlikto tyrimo
tikslumas nustatomas t kriterijumi vienai im¢iai (5.3 skyrius) lyginant duo-
meny vidurkj su tikraja reik§me (norma).

14.1 lentelé. Atsitiktinés ir sisteminés paklaidos

Studentas Rezultatas (ml) Rezultaty apibadinimas

10,08
10,11 patikimi
A 10,10 netikslas
10,12
10,09
9,88
10,14 nepatikimi
B 10,02 tikslas

9,80
10,21

10,19
9,79 nepatikimi
C 9,69 netikslas

10,05
9,78
10,04
9,98 patikimi
D 10,02 tikslas

9,97
10,04
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Teisinga reik§mé

a | * ecqee
° |
o o ° e | o
c
P hiodl| | | |®
d | | oo ol.o | |
9,70 ) 10,00 10,30
Tirpalo kiekis, ml

14.1 pav. Tikslumas ir patikimumas: grafiskai pateikti 14.1 lentelés duomenys.
(a) duomenys patikimi, bet netiksliis; (b) nepatikimi, bet tiksliis;
(c) nepatikimi ir netikslis; (d) patikimi ir tiksliis

A. Tikslus ir patikimas B. Tikslus ir nepatikimas

C. Netikslus ir patikimas D. Netikslus ir nepatikimas
(J
[ ]
{

14.2 pav. Tikslumo ir patikimumo kombinacijos, gautos nustatant
kiekybinj kintamgjj

14.2. Diagnozavimo Klaidos

Vienas medikams-tyréjams keliamy uzdaviniy — sudaryti testus susirgimams
diagnozuoti. Batini ir diagnostinio testo gerumo kriterijai bei kriterijai skir-
tingais diagnostiniais testais gautiems rezultatams palyginti. Diagnostinio
testo gerumas turi bati vertinamas atsizvelgiant j jo taikymo rezultatus tiek
sergantiems, tiek nesergantiems asmenims.
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Siame skyriuje terminas ,tikimybé“ suprantamas kaip atitinkamos tikimy-
bés ar salyginés tikimybés jvertis.

Taikant medicininj testg susirgimui diagnozuoti, jmanoma padaryti dviejy
rusiy klaidas. Galima diagnozuoti asmeniui susirgimg (teigiamas testo re-
zultatas), nors i$ tikryjy jis neserga. Tai I rudies, arba alfa, klaida. Si klaida
dar vadinama neteisingai teigiama klaida (false-positive error). Asmeniui ga-
lima nediagnozuoti susirgimo (neigiamas testo rezultatas), nors jis i$ tikryjy
serga — tai II rasies, arba beta, klaida. Si klaida dar vadinama neteisingai
neigiama klaida (false-negative error). Diagnostinio testo teigiamas (diagno-
zuojantis susirgima) rezultatas, kai asmuo neserga, vadinamas neteisingai
teigiamu rezultatu (false-positive result). Testo neigiamas (atmetantis susir-
gima) rezultatas, kai asmuo i$ tikryjy serga, vadinamas neteisingai neigiamu
rezultatu (false-negative result).

Diagnostinio testo rezultatus daznai veikia susirgimo fazé, asmens biolo-
ginés savybés. Pavyzdziui, TBC testas yra tuberkulino bakterijy odos mé-
ginys. Laikoma, kad $is testas duoda teigiama rezultatg (jtariama TBC), jei
paraudimo spindulys vir$ija 5 mm. Sis testas daug tikslesnis viduriniuoju
TBC periodu nei akstyvuoju ar vélyvuoju. Pavyzdziui, ankstyvuoju TBC
periodu nespéja pasigaminti tuberkulino antigeny, todél $iuo laiku daz-
niau pasitaiko neteisingai neigiami rezultatai. Odos méginys TBC diagno-
zuoti gali duoti neteisingai teigiama rezultata, jei asmuo jautrus méginio
bakterijoms.

Sumazinus paraudimo skersmens ribg, kurig vir$ijus nustatomas teigiamas
testo rezultatas, sakykime, nuo 5 mm iki 3 mm, padidéty neteisingai teigia-
my rezultaty, bet sumazéty neteisingai neigiamy. Atvirksciai, iSplétus pa-
raudimo skersmens ribg uz 5 mm, sumazéty neteisingai teigiamy rezultaty,
bet padidéty neteisingai neigiamuy.

14.3. Testo sudarymas. Kritiné reikSmeé

Neteisingai teigiamy ir neteisingai neigiamy rezultaty pasitaiko visuose tes-
tuose, kuriuose naudojamos kiekybinio kintamojo reik§més. Tai iliustruo-
sime pavyzdziu apie kalcio koncentracijos kraujyje testa, skirtg hiperparati-
roidizmui (HPT) nustatyti.

Hiperparatiroidizmas - kalcio metabolizmo susirgimas. Sia liga serganciy
asmeny kraujyje padidéjusi kalcio koncentracija. Zinoma, sergan¢iy HPT
kalcio kiekis kraujyje priklauso ir nuo individualiy organizmo savybiy, to-
déljj galima laikyti atsitiktiniu dydziu, turiné¢iu tam tikrg vidurkj ir dispersi-



14 SKYRIUS
Duomeny surinkimo ir analizés kokybés tyrimas

291

ja (14.3 pav.). Normali kalcio koncentracija svyruoja nuo 8,5 iki 10,5 mg/dl.
Be abejo, ji gali padidéti ir dél kity susirgimy. Asmeny, neserganciy HPT,
kalcio koncentracija kraujyje taip pat yra ats. dydis su vidurkiu, mazesniu
nei serganciy HPT kalcio koncentracijos vidurkis (14.3 pav.).

Neserganciy A B
populiacija Serganciy hiperparatiroidizmu

populiacija

[ [ [ [ [
9 10 11 12 13 Kalcis (mg/dl)

14.3 pav. Asmeny, neserganciy ir serganciy HPT, kalcio koncentracijos
kraujyje skirstinys (mg/dl)

Jei kalcio koncentracija labai maza (Zemiau uz A riba, 14.3 pav.), beveik
nejmanoma, kad pacientas sirgs HPT. Jei kalcio koncentracija labai didelé
(pvz., vir$ tasko B, 14.3 pav.), visi$kai tikétina, kad asmens kalcio metabo-
lizmas nenormalus, jis serga butent HPT. Taciau jei kalcio koncentracija yra
tarp tasky A ir B, tikétina, kad hiperparatiroidizmas gali ir bati, ir nebati.
Kuo kalcio koncentracija ar¢iau tasko B, tuo labiau tikétinas HPT; kuo ar-
¢iau tasko A, tuo labiau tikétina, kad Sio susirgimo néra.

Testas HPT diagnozuoti turéty bati toks: jei kalcio koncentracija vir$ija
a reik§me, testo rezultatas laikomas teigiamu, prie§ingu atveju - neigia-
mu. Tagkas a, naudojamas testui apibrézti, vadinamas kritiniu tasku (cutoff
point). I ir II rasies klaidy tikimybé priklauso nuo tasko a parinkimo
(Zr. 5.3 skyriuje).

Daugelyje laboratorijy nustatyta normali kalcio koncentracija — iki 11 mg/dl.
Todél kalcio testas hiperparatiroidizmui diagnozuoti rekomenduojamas
toks: jei kalcio koncentracija vir$ija 11 mg/dl, testas teigiamas, prieSingu
atveju — neigiamas.

Sudaryti testa hiperparatiroidizmui ar kitam susirgimui diagnozuoti yra
diskriminantinés analizés uzdavinys. Taskas a gali bati nustatomas diskri-
minantinés analizés metodais, jvedus nuostoliy, gauty dél neteisingo diag-
nozavimo, funkcijas (15.5 skyrius).
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14.4. Jautrumas ir specifiSkumas

Kaip mineéta 14.3 skyriuje, parinkus skirtingus kritinius taskus, galimi skir-
tingi susirgimo diagnostikos testai. Diagnostiniams testams palyginti naudo-
jamos jautrumo, specifiskumo ir prognostinio dydzio sgvokos. Pagal Siuos
dydzius parenkamas testui optimalus kritinis taskas. Jautrumas (sensivity),
specifiSkumas (specifity) ir prognostinis dydis (predictive value) taip pat pa-
deda palyginti testus, atliekamus skirtingais tyrimais (pvz., radiologiniu, bio-
cheminiu, echoskopiniu ir kt.). Minétos charakteristikos gali bati naudoja-
mos ir diskriminantinéje analizéje klasifikavimo j 2 klases kokybei vertinti.

Testo taikymo rezultatai pateikiami 2x2 lentele (14.2 lentelé). Pirmas stul-
pelis skirtas sergantiems individams, i$ jy a — nustatytas teisingas teigiamas
rezultatas, ¢ — neteisingai neigiamas. Antras stulpelis skirtas nesergantiems
individams, i$ jy b - gautas neteisingai teigiamas rezultatas, d - teisingai
neigiamas rezultatas. Dydis (a +c)/(a + b + ¢ + d) vadinamas studijos serga-
mumu (prevalence).

Jautrumas a/(a + c¢) parodo testo gebéjima diagnozuoti susirgima, jei as-
muo i$ tikryjy serga; tai tikimybé, kad sergancio asmens testo rezultatas yra
teigiamas. Jautrumas menkas, jei a yra gerokai mazesnis uz c. Neteisingai
neigiama klaida (false-negative error rate) lygi c¢/(a + c) - tai tikimybé, kad
sergancio asmens diagnozé neteisinga.

Specifiskumas d/(b + d) parodo testo gebéjima nustatyti, jog susirgimo néra,
jeigu jo i$ tikryjy néra; tai tikimybé (tikimybés jvertis), kad neserganc¢iam
asmeniui bus nustatyta teisinga diagnozé. Testas néra specifinis, jei d ma-
zesnis uz b. Dydis b/(b + d) yra neteisingai teigiama klaida (false-positive
error rate) — tai tikimybé, kad neserganciam individui gali buti neteisingai
nustatyta diagnozé.

14.2 lentelé. Standartiné 2x2 poriné dazniy lentelé, sudaroma lyginant testo
rezultatus su faktiniais duomenimis apie sergamurmag

SERGAMUMAS
IS viso
Serga Neserga
TESTO Teigiamas a b a+b
REZULTATAS Neigiamas c d c+d
I8 viso a+c b+d a+b+c+d

Lentelés paaiskinimai:

a = sergantys su teisingai teigiamu testo rezultatu;

b = nesergantys su neteisingai teigiamu testo rezultatu;
¢ = sergantys su neteisingai neigiamu testo rezultatu;

d = nesergantys su teisingai neigiamu testo rezultatu;
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a + b = visy individy teigiamas testo rezultatas;

¢ + d = visy individy neigiamas testo rezultatas;

a + ¢ = visi sergantys individai;

b + d = visi nesergantys individai;

a+ b + ¢ + d = visi studijoje dalyvave individai;

al(a + ¢) = jautrumas;

d/(b + d) = specifiSkumas;

b/(b + d) = neteisingai teigiama klaida (alfa klaida, I rasies klaida);
c/(a + ¢) = neteisingai neigiama klaida (beta klaida, II rasies klaida);
al(a + b) = teigiamas prognostinis dydis;

d/(c + d) = neigiamas prognostinis dydis;

[al(a + ©)]/[b/(b + d)] = teigiamas tikétinumo santykis (LR,);

[c/(a + ¢)]/[d/(b + d)] = neigiamas tikétinumo santykis (LR));
(a+c)/(a+Db+c+d)=sergamumas.

Jautrumas, specifiSkumas bei neteisingai teigiama ir neteisingai neigiama
klaida nepriklauso nuo sergamumo (jie yra salyginés tikimybés). Sie dydZiai

taip pat pateikiami procentais.

Jautrumo ir specifiskumo skaic¢iavimo pavyzdys pateiktas 14.3 lenteléje [4].
80 asmeny atliktas kalcio testas hiperparatiroidizmui diagnozuoti. Jei kalcio
koncentracija vir$ija 11 mg/dl, testo rezultatas — teigiamas, priesingu atve-
ju — neigiamas. I$ 80 asmeny 20 sirgo HPT. I§ iy 20 asmeny testu 12 buvo
diagnozuotas hiperparatiroidizmas. Todél testo jautrumas yra 12/20 = 60 %,
neteisingai neigiama klaida 8/20 = 40 %. I$ 60 neserganciy asmeny 57 buvo
nustatyti neigiami testo rezultatai, taigi specifiskumas — 95 % (57/60). Netei-

singai teigiama klaida nustatyta 5 % neserganciy (3/60) asmenuy.

14.3 lentelé. Kalcio testo rezultatai sergamumui hiperparatiroidizmu diagnozuoti

SERGAMUMAS
Serga Neserga
Kalcio Didele 12 3
koncentracija Maza 8 57
I$ viso 20 60

Skaic¢iavimai:
12/20 = 65 % = jautrumas;
57160 = 95 % = specifiskumas;

3/60 = 5 % = neteisingai teigiama klaida (alfa klaida, I rasies klaida);
8/20 = 40 % = neteisingai neigiama klaida (beta klaida, II rasies klaida);

12/15 = 80 % = teigiamas prognostinis dydis;

57/65 = 88 % = neigiamas prognostinis dydis;

[12/20]/[3/60] =12,0 = teigiamas tikétinumo santykis (LR,);
[8/20]/[57/60] = 0,42 = neigiamas tikétinumo santykis (LR);
20/80 = 25 % = sergamumas.

I8 viso

15
65
80
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Jautrumas ir specifiSkumas neatsako j du klinicistui svarbius klausimus: jei
ligonio testo rezultatas teigiamas, kokia tikimybé, kad jis tikrai serga? Ir
analogiskai - jei ligonio testo rezultatai neigiami, kokia tikimybe, kad jis i§
tikryjy neserga?

Jautrumas ir specifiskumas i $iuos klausimus atsakymo nepateikia. To-
deél skai¢iuojamas teigiamas prognostinis dydis (positive predictive value)
a/(a + b). Tai salygineé tikimybé, kad asmuo, kurio testo rezultatas teigiamas,
i$ tikryjy serga. Analogiskai skai¢iuojamas neigiamas prognostinis dydis
(negative predictive value) d/(c + d) - tikimybé, kad asmuo, kurio testo re-
zultatas neigiamas, i$ tikryjy neserga.

14.3 lenteléje teigiamas prognostinis dydis lygus 80 % (12/15), neigiamas
prognostinis dydis yra 88 % (57/65).

Testo kokybei vertinti taip pat naudojami tikétinumo santykiai. Teigiamas
tikétinumo santykis LR, (likelihood ratio positive) — jautrumo ir neteisingai
teigiamos klaidos (1 - specifiskumas) santykis: LR, = jautrumas/(1 - speci-
fiskumas) = [a/(a + ¢)]/[b/(b + d)]. LR, daznai interpretuojamas taip: LR,
yra santykis to, ko klinicistas nori i$ testo (jautrumo), su tuo, ko klinicistas
nenori (neteisingai teigiamos klaidos). Kuo LR, didesnis, tuo testas geresnis.
LR, nuo sergamumo nepriklauso. Gero testo LR, turi buti didesnis uz 1.

Analogiskai apibréziamas neigiamas tikétinumo santykis LR (likelihood
ratio negative). Jis lygus neteisingai neigiamos klaidos (1 - jautrumas) ir
specifiskumo santykiui: LR = (1 - jautrumas)/specifiSkumas = [c/(a + ¢)]/
[d/(b + d)]. Todél sakoma, kad LR yra santykis to, ko klinicistas nenori, su
tuo, ko Kklinicistas nori. Kuo LR artimesnis 0, tuo testas geresnis.

Remiantis 14.3 lenteléje pateiktais duomenimis, teigiamas testo tikéti-
numo santykis yra 12 ([12/20]/[3/60]), neigiamas tikétinumo santykis —
0,42 ([8/20]/[57/60]).

14.5. ROC (Received Operating Characteristic) kreivé

Sudarant susirgimo testa pagal kiekybinio rodiklio (kalcio, gliukozés kon-
centracijos ir kt.) reik§mes, optimaly kritinj taska reikia parinkti taip, kad
tiek jautrumas, tiek specifiSkumas buty kuo didesni. Pavyzdziui, kalcio
kiekio testu diagnozuojant HPT: didinant kritine reik§me, mazéja jautru-
mas, bet didéja specifiSkumas; atvirksciai, mazinant kritine reik§me, didé-
ja jautrumas, bet mazéja specifiskumas. Todél, parenkant optimaly kritinj
taska, batina turéti keliy galimy kritiniy tasky jautrumo ir specifiskumo
rodiklius.
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Kritinio tasko ,,gerumui® vertinti ir keliy rodikliy diagnozavimo kokybei
palyginti naudojama ROC kreivé. Ji konstruojama taip: kiekviena rodik-
lio reik§mé x; naudojama kaip kritinis taskas ir procentais skai¢iuojamas jo
jautrumas j; bei specifiSkumas s;. Po to plokstumoje kiekvienam i dedamas
taskas su koordinatémis: Y asyje atidedamas jautrumas j;, X aSyje atideda-
mas 1 - specifiskumas (1 - s;). Visi gretimi taskai sujungiami. Gauta kreivé
vadinama rodiklio ROC kreive.

14.2 pavyzdys. 14.4 pav. pateikta ROC kreivé, apibadinanti ligoniy, per-
sirgusiy MI, vieno SAS matavimo tinkamuma arterinei hipertenzijai (AH)
diagnozuoti. ROC kreivé sudaryta naudojant 958 ligoniy, persirgusiy MI,
duomenis; 739 ligoniai sirgo AH. SAS matuotas 10 mmHg tikslumu; reiks-
meés kito nuo 100 iki 210.

Pagal vieng SAS matavimg ligoniui diagnozuojama AH, jei SAS reiksmeé lygi
arba didesné uz kritine reikSme SAS: t. y. kai SAS > SAS,. AH daznis, jaut-
rumas bei specifiskumas jvairioms SAS, reikéméms pateiktas 14.4 lenteléje.
I$ jos matyti, kad, pasirinkus SAS, = 100, visiems 958 ligoniams diagnozuo-
jama AH; t. y. testo jautrumas — 100 %, specifiSkumas - 0 %, 1 - specifisku-
mas lygus 100 %. Sig kritine reikime ROC kreivéje (14.4 pav.) atitinka ta3-
kas su koordinatémis (100, 100). I$ 14.4 lentelés matyti, kad 311 (42,1 %)
serganc¢iy AH ligoniy SAS buvo 160 mmHg ir didesnis, 204 (93,2 %) ne-
serganc¢iy AH SAS buvo mazesnis nei 160 mmHg. Todél, parinke kritine
reik§me SAS, = 160, gauname jautruma 311/739 = 42,1 % ir 1 - specifisku-
mg = 1 - 207/219 = 6,8 %. Sig kritine reikime ROC kreivéje atitinka tagkas
(6,8;42,1). Esant kritinei reikémei SAS, = 210, jautrumas lygus 2 %, 0 1 — spe-
cifiskumas = 0 %. Sig kritine reiksme ROC kreivéje atitinka taskas (0; 2).

100

Jautrumas
wn
(=)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

1 — specifiSkumas

14.4 pav. Vieno SAS matavimo tinkamumg arterinei hipertenzijai
diagnozuoti atspindinti ROC kreivé
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14.4 lentelé. AH daznis, jautrumas bei specifiskumas jvairioms kritinéms
SAS reiksméms

Kritiné AH AH | Jautrumas, % | SpecifiSkumas, % | 1 - specifiskumas (%)

reik§mé | yra | néra
100 8 16 739/739=100 0/219=0 100
110 15 19 731/739=98,9 16/219=7,3 92,7
120 91 80 716/739=96,9 35/219=16 84
130 97 61 625/739=84,6 115/219=52,5 47,5
140 130 22 528/739=71,4 176/219=80,4 19,6
150 87 6 398/739=53,9 198/219=90,4 9,6
160 144 8 311/739=42,1 204/219=93,2 6,8
170 38 4 167/739=22,6 212/219=96,8 3,2
180 68 1 129/739=17,5 216/219=98,6 1,4
190 14 1 61/739=8,3 217/219=99,1 0,9
200 32 1 47/739=6,4 218/219=99,5 0,5
210 15 0 15/739=2 219/219=100 0

I$ viso 739 219 - - -

ROC kreivé naudojama ir kiekybinio rodiklio diagnozavimo kokybei ver-
tinti. Diagnostinis testas tuo geresnis, kuo didesnis jautrumas ir specifisku-
mas (arba mazesnis 1 - specifiSkumas). Esant tam paciam specifiSkumui,
geresnis testas bus jautresnis uz prastesnj testa — t. y. geresne testavimo
geba pasizymincio rodiklio ROC kreivé bus vir§ prastesne testavimo geba
pasizymincios ROC kreivés (14.5 pav.). Todél rodiklio testavimo kokybé
vertinama plotu po ROC kreive - vadinamgja statistika C. Kuo $is plotas
artimesnis 1, tuo rodiklis tinkamesnis diagnozei. Jei rodiklis testuoti ne-
tinkamas, tuomet bet kurio kritinio tasko jautrumas ir specifiskumas bus
artimi 50 %. Tokio rodiklio ROC kreivé artima tiesei y = x (15.5 pav.). Jei
statistika C artima 0,5 (plotui po tiese y = x, 0 < x < 1), rodiklis diagno-
zei netinkamas. Todél, analizuojant rodikliy testavimo geba, vertinamas
statistikos C patikimumas - pasikliautinieji intervalai arba tikimybe, kad
statistika C virgija 0,5.

Plotas po 14.4 pav. ROC kreive lygus 0,799; 95 % pasikliautinasis intervalas
[0,768; 0,831]. Plotas po 14.5 pav. pateikta puikia ROC kreive lygus 0,93, po
gera ROC kreive - apie 0,8, po patenkinama ROC kreive - apie 0,66.
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100

Jautrumas
W
(=)

—O—ties¢ y =X
—a— patenkinama ROC
0 T T T T T T T T T —0— gera ROC

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 —e— puiki ROC

1 — specifiskumas

14.5 pav. Jvairia testavimo geba pasizyminciy rodikliy ROC kreivés

14.6. Patikimumo ir suderinamumo (agreement) vertinimas

Atliekant tiek klinikinius, tiek kitus tyrimus (pvz., fiksuojant $irdies Gizesius,
karkaly plauc¢iuose buvima ir kt.) aktualu jvertinti tyrimo patikimuma, t. y.
ar visi tyréjai nustato tg patj. Jei tyrimo metu nustatoma dvinario kintamo-
jo (serga, neserga; testo rezultatas teigiamas, neigiamas) reik§meé, tai dvie-
ju tyréjy rezultatus, gautus iStyrus tuos pacius ligonius, galima pateikti 2x2
porine dazniy lentele (14.5 lentelé). Joje skaiciai a ir d rodo, kad rezultatai
sutampa (abu tyréjai gavo vienodus rezultatus), o skaiciai b ir ¢ rodo, kad
rezultatai nesutampa. Vienas testo rezultaty atitikimo maty - sutapimy pro-
centas 100(a + d)/(a+b+c+d). Tadiau sutapimy procentas:

o néra susijes su dvinario kintamojo reik§miy dazniu (pvz., sergamumu
ar testo teigiamo rezultato tikimybe);

« neparodo abiejy tyréjy rezultaty nesuderinamumo, t. y. ar abiejy tyréjy
teigiamo ir neigiamo testo rezultato vertinimo tikimybés vienodos;

« gautas sutapimy procentas nerodo skirtumo tarp atsitiktinio sutapimy
procento, t. y. sutapimy procento, jvertinto darant prielaida, kad abu
tyréjai testo tyrima atlieka nepriklausomai.

Dviejy tyréjy rezultaty atitikc¢iai vertinti naudojamas koeficientas k (kapa).
Kapa palygina faktinj sutapimy daznj su atsitiktiniu (tikétinu) sutapimy
dazniu, jvertintu darant prielaida, kad abu tyréjai vertina nepriklausomai.
Tikeétini teigiamy ir neigiamy rezultaty sutapimy dazniai skaic¢iuojami taip
pat, kaip ir tikétini dazniai porinéje dazniy lenteléje (7.3 skyrius). I ir II
tyréjo teigiamo testo vertinimo tikimybiy jverciai (7.2 skyrius) atitinkamai
lygiis (a+c)/N ir (a+b)/N (14.5 lentelé). Jei tyréjai vertina individus nepri-
klausomai, tada tikimybé (tiksliau, tikimybés jvertis), kad abiejy tyréjy testo
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rezultatai teigiami, lygi (a + c)(a + b)/N?, tikétinas teigiamo testo rezultaty
sutapimo daznis lygus (a + ¢)(a + b)/N. Analogiskai nustatoma, kad neigia-
mo testo rezultaty tikétinas sutapimo daznis lygus (¢ + d)(b + d)/N. Sudéjus
$iuos daznius, nustatomas bendras tikétinas testo rezultaty sutapimy skai-
Cius A, (14.5 lentele).

14.5 lentelé. Standartiné 2x2 poriné dazniy lentelé, sudaroma lyginant dviejy
tyréjy testo rezultatus

I tyréjas
Teigiamas  Neigiamas I§ viso
II tyréjas Teigiamas a b a+b
Neigiamas c d c+d
I$ viso a+c b+d N=a+b+c+d

Lentelés paaiskinimai:

a = abiejy tyréjy testo rezultatas teigiamas;

b =1 tyréjo testo rezultatas neigiamas, II teigiamas;
¢ =1 tyréjo testo rezultatas teigiamas, IT neigiamas;
d = abiejy tyréjy testo rezultatas neigiamas;

a + d = sutapimy skaicius (A,);

a+ b + ¢ + d = didziausias galimas sutapimy skaic¢ius (N);

(a+d)/(a+b+c+d) = sutapimy procentas;

[(a+b)(a+c)]/(a+b+c+ d) = tikétinas (atsitiktinis) teigiamy testo rezultaty sutapimy
skaicius;

[(c+d)(b+d)]/(a+Db+c+d) = tikétinas (atsitiktinis) neigiamy testo rezultaty sutapimy
skaicius;

[(a+Db)a+c)+ (c+d)(b+d)]/(a+b+c+ d) = tikétinas testo rezultaty sutapimy
skaicius (A,);

(Ag-A)/(N-A) =« (kapa).

Faktinj sutapimy skai¢iy a + d pazymékime A,. Skirtumas tarp faktinio ir
atsitiktinai gaunamo sutapimy skaiciaus lygus A, — A.. Jis parodo, kiek pa-
daugéjo sutapimy, palyginti su atsitiktinai gaunamu sutapimy skaic¢iumi.
Didziausias galimas skirtumas tarp faktinio ir atsitiktinio sutapimy skai-
¢iaus lygus N - A,. Koeficientas kapa lygus

AO B Ac
K=——+"
N—-A4,
Jis lygina sutapimy skaiciaus padidéjima su maksimaliai galimu. Kapa kinta

nuo -1 (rezultatai visi$kai nesutampa) iki 1 (rezultatai visiSkai sutampa).
Jei k artimas 0, sutapimy skai¢ius nedaug skiriasi nuo atsitiktinio. Kapa
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dazniausiai pateikiamas procentais. Pagal k reik§me rezultaty sutapimas
(tyrimo patikimumas) vertinamas taip: jei kapa nevirsija 20 % - sutapimas
nereik§mingas; nuo 20 % iki 40 % - sutapimas minimalus; nuo 40 % iki
60 % — sutapimas pakankamas; nuo 60 % iki 80 % - sutapimas geras; dau-
giau kaip 80 % - sutapimas puikus.

Pateiksime kapa skaic¢iavimo pavyzdj.

14.3 pavyzdys [4, 96 p.]. Du kardiologai tg pacig dieng tyré 100 pacienty
$irdies veiklg ir nustatinéjo, ar yra $irdies iizesys. 7 pacientams I kardiologas
nustaté, kad azesio néra, I kardiologas - kad aizesys yra. 3 pacientams I kar-
diologas nustaté, kad tzesys yra, II kardiologas — kad tzesio néra. 30 pa-
cienty abu kardiologai konstatavo tizesio buvimg, o 60 — GZesio nebuvima
(14.6 lentelé).

I$ 14.6 lentelés matyti, kad abiejy kardiology tyrimo rezultatai sutampa
90 % pacienty. Atsitiktinis sutapimy skaicius turéty buti apie 54. Koefici-
entas kapa lygus 78 %. Taigi galime tvirtinti, kad abiejy kardiology Sirdies
0zesio nustatymo sutapimas yra geras.

14.6 lentelé. Dviejy kardiology Sirdies tiZesio nustatymo rezultatai

I kardiologas
UzZesys Uzesio
yra néra I$ viso
I kardiologas ~ Uzesys yra 30 7 37
UZesio néra 3 60 63
I8 viso 33 67 100

Skaic¢iavimai:

30 + 60 = 90 - sutapimy skaicius (4,);

30 + 7 + 3 + 60 = 100 - didziausias galimas sutapimy skaicius (N);

90/100 - 90 % = sutapimy procentas;

[(30 + 7)(30 + 3)]/100 = 37x33/100 = 12,2 - tikétinas teigiamy testo rezultaty sutapimy
skaicius;

[(3 +60)(7 + 60)]/100 = 63x67/100 = 42,2 - tikétinas neigiamy testo rezultaty sutapimy
skaicius;

12,2 + 42,2 = 54,4 - tikétinas testo rezultaty sutapimy skaicius (A,);

(90 — 54,4)/(100 — 54,4) = 35,6/45 = 0,78 = 78 % K (kapa).

14.7. Kiekybinio rodiklio imties dydZio nustatymas

Naujo vaisto arba gydymo metodo efektyvumui tirti rengiamos jvairios
ligoniy studijos. Organizuojant ligoniy studija, biatina pagristai jvertinti
jos apimtj, pavyzdziui, nustatyti, kiek ligoniy turi bati placebo ar poveikio
(treatment) grupéje. Studijos apimtis prognozuojama pagal tyrimo pobiudi.
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Analizuojant kiekybinius rodiklius, mediky uzdaviniai, performuluoti sta-

tistikos pozitriu, dazniausiai yra tokie:

o jvertinti vidurkj norimu patikimumu;

o nustatyti imties dydj, reikalinga kartotiniy tyrimy vidurkiy reik§min-
gam skirtumui konstatuoti;

o nustatyti imties dydj, reikalingg dviejy grupiy vidurkiy reik§mingam
skirtumui konstatuoti.

Pateiksime prognozuojamg imties dydj kiekvienam minétam atvejui.

Imties dydis, reikalingas jvertinti vidurkj patikimumu §. Tam tikro ligo-
niy kontingento (pvz., serganciy MI, CD...) kiekybinio rodiklio (pvz., SAS,
SSD...) reikimiy visuma atspindi imties x,, X, ... x, vidurkis x. Kaip patiki-
mai X jvertina populiacijos vidurkj, nurodo vidurkio standartiné paklaida
SE = s/a/n. Ji yra standartinio nuokrypio jvertis. SE dydis priklauso nuo
duomeny kitimo - imties standartinio nuokrypio s ir imties dydzio »n. Kai
s yra fiksuotas, SE biina tuo mazesné, kuo didesnis n. Todél norint jvertinti
vidurkj tam tikru patikimumu, t. y. kad SE nevirsyty dydzio §, reikia parink-
ti n, ne mazesnj uz

N =(s/8)*.

Imties dydzio nustatymas kartotiniy tyrimy atveju. Analizuodami vaisto
poveikj tam tikram ligonio bukle atspindin¢iam rodikliui, pavyzdziui, SAS,
atliekami tyrimai: tam paciam ligoniui prie$ ir po gydymo nustatoma rodik-
lio reik§mé. Po to lyginami rodiklio reik§miy prie$ ir po gydymo vidurkiai
(6.3 skyrius). Darant prielaida, kad rodiklio skirstinys yra normalusis, Siems
kartotiniams vidurkiams palyginti naudojamas kartotiniy im¢iy t kriterijus su
statistika (6.6): t=d/n / s s Cia d — matavimy skirtumo vidurkis, s, - skirtumy
standartinis nuokrypis, n - tirty ligoniy skaic¢ius. Vidurkiy skirtumas statistis-
kai reik§mingai skirsis nuo 0 su reik§mingumo lygmeniu o (arba patikimumu
P =1 - ), jei statistikos reikémeé tenkins salyga: |t| = | d |v/n /sy > t, yo(n - 1);
dia ty 4n(n - 1) - Stjudento skirstinio su n - 1 laisvés laipsniu 1-a/2 lygio
kvantilis. Tai bus tuo atveju, kai 11 > (£, (1 - 1)s,/d ) Pastarojoje formuléje
t1.on(n — 1) galima keisti j standartinio normaliojo skirstinio kvantilj z,_,,
kadangi £,(n - 1) nedaug skiriasi nuo z,, kai n virsija 10. Norint konstatuoti,
kad kartotiniy matavimy vidurkiy skirtumas reik§mingai skiriasi nuo 0, ba-
tinas imties dydis, ne mazesnis uz

N = (21454 d )*-

I§ N formulés matome: kuo didesné matavimy skirtumy dispersija 3, tuo
didesnis turi bati imties dydis. Esant standartiniam reik§mingumo lygme-



14 SKYRIUS
Duomeny surinkimo ir analizés kokybés tyrimas

301

niui a = 0,05, z;_y, = 1,96, (2,_q/,)* = 3,84. Sumazine reik$mingumo lygmenj
iki 0,01, gauname (z,_o/»)* = (Z9905)* = (2,58)* = 6,66. Tai 73 % daugiau nei
(20975)% Taigi, sumazinus I rasies klaidos tikimybe nuo 5 % iki 1 %, reikia-
mas imties dydis padvigubéja.

14.4 pavyzdys [4, 162 p.]. Tiriant antihipertenzinio vaisto poveikj, studi-
jos pradzioje ir pabaigoje iSmatuotas SAS. Nustatyta, kad studijos pabaigoje
SAS vidurkis sumazéjo 10 mmHg (d = 10). SAS skirtumo standartinis nuo-
krypis s, = 15 mmHg. Vidurkiy skirtuma vertinsime patikimumu P = 0,95,
t. y. a = 0,05. Prognozuojamas imties dydis yra:

N = (2,0 54/ d )? = (1,96 X 15/10)? = 384X 225/100 = 8,64.

Taigi SAS vidurkio reik§mingam sumazéjimui konstatuoti uztenka 9 ligoniy.
Imties dydis, reikalingas dviejy grupiy vidurkiy reik§mingam skirtumui
konstatuoti. Sakykime, abiejy ligoniy grupiy kiekybinio kintamojo reiks-
mes x; ir y; yra normalieji ats. dydziai su ta pacia dispersija ir abi grupés yra
vienodo dydzio. Tuomet $iy ligoniy grupiy vidurkiams palyginti naudoja-
mas nepriklausomy imciy t kriterijus su statistikos reiksme (6.4 skyrius):

_G-» _ d

sp«/Z/n - sp«/Z/n ’

ve T .. = T . < s . . . 2 oM SN T

¢ia X ir y - im¢iy vidurkiai, n - imties dydis, 5, - im¢iy jungtiné disper-
sija. Jei |t| > t;_4/,(2n - 2), su reik§mingumu a galima tvirtinti, kad skirstiniy
vidurkiai néra lygus. Taigi n turi bati toks, kad

d~n 2t2 . (2n—=2)s>
i>tl—a/2(2n_2) arba n>— w2 )Sp.

\/Esp d?

Pastarojoje formuléje ¢, ,,(2n — 2) galima keisti j z,_.,. Norint konstatuo-
ti reik§mingg vidurkiy skirtuma, kiekvienoje grupéje butina turéti imtj, ne
mazesne uz

t

2
N:M. (14.1)
(d)

Prognozuojant imties dydj pagal (14.1) formule, atsizvelgiama tik j I rasies
klaidos — atmesti teisingg hipoteze — tikimybe. Standartiné leidziama II ra-
sies klaidos tikimybé - p = 0,2. Atsizvelgiant j abiejy rasiy klaidy tikimybes,
vietoj (14.1) formulés reikéty naudoti tokia:

2.2
_ 2z gy +2,4)78,

i (14.2)
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14.5 pavyzdys [4, 162 p.]. Antihipertenzinio vaisto efektyvumui tirti organi-
zuota randomizuota studija: atrinkti ligoniai atsitiktinai suskirstyti po lygiai
i 2 grupes. Viena grupé vartojo antihipertenzinio vaisto, kita — kontroliné -
placebo. Studijos pabaigoje nustatyta, kad vartojusiy vaisto SAS vidurkis
buvo 10 mmHg maZesnis nei kontrolinés grupés (d = 10). SAS reik§miy
jungtiné dispersija lygi s; =225. Laikome, kad a = 0,05, z,_, = 1,96. Tuo-
met prognozuojamas grupés dydis lygus:

N = 2(2,,,,5,)"  2(1,96)2225
(d)* 100

=17,28.

Taigi kiekvienoje grupéje turéty buti po 18 ligoniy.
Atsizvelgiant j daromg antros rasies klaidg, prognozuojamas imties dydis skai-
¢iuojamas pagal (14.2) formule. Laikome, kad = 0,2, z,_ = 0,84. Tuomet

v 2ot )’s, (1,96 +0,84)2 x 225
(d)’ 100

=358,
taigi kiekvienoje grupéje turéty buti dvigubai daugiau ligoniy - po 36.

14.8. Kokybinio rodiklio imties dydzio nustatymas

Imties dydis, reikalingas tikimybei jvertinti duotu patikimumu. Sakyki-
me, turime dvinarj kintamajj (pvz., (miré, i3gyveno); (serga, neserga)). Sio
kintamojo statistinis modelis — atsitiktinis dydis, jgyjantis reiksme 1 ir 0 su
tikimybémis atitinkamai 7 ir (1 - ), 0 < 7 <1. Tikimybé n = P{X = 1} ver-
tinama proporcija p = n/n; ¢ia n, - serganciujy skaicius, n - tirty individy
skaicius. Gauto jvercio patikimumui vertinti skai¢iuojama p standartiné pa-
klaida SE(p) = 4/ p(1— p)/n. Norint jvertinti tikimybe 7 tam tikru patikimu-
mu, sakykime, SE(p) < §, reikia parinkti n, ne mazesnj uz

N=p(1-p)/&*

I§ formulés matyti, kad imties dydis priklauso nuo p ir nuo §. Dy-
dzio p(1 - p) didZiausia reik§mé 0,25 pasiekiama, kai p = 0,5. Jei p = 0,1,
tuomet N = 0,1x0,9/8% = 0,09/8% Kai p = 0,5, N = 0,25/8? taigi vertinant
SE(p) tuo padiu patikimumu, kai p = 0,5, reikia 2,8 karto didesnés imties,
nei esant p = 0,1.

Imties dydis, reikalingas dviejy tikimybiy reik§mingam skirtumui kons-
tatuoti. Tirtas jvykio (sékmés) pasirodymas dviejose vienodo dydzio ligo-
niy grupése. Sakykime, poveikio grupéje jvykis (sékmé) pasirodé n, ligoniy,
kontrolinéje grupéje — n, ligoniy (15.6 lentelé).
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15.6 lentelé. Sékmés ir nesékmés pasirodymo daznis poveikio ir kontrolinéje grupése

Sékmeé Nesékmeé I$ viso
Poveikis n, n-mn n
Kontrolé n, n-n, n

Pazymékime 7, ir 71, — tikimybes, kad sékmé pasirodé atitinkamai povei-
kio ir kontrolinés grupés ligoniui. Siy tikimybiy jverciai yra proporcijos
p, =n,/nir p, =n,/n. Norédami jvertinti, kiek reikia ligoniy grupése,
kad p, ir p, reik§mingai skirtysi (7, # m,), sudarysime kriterijaus, skirto hi-
potezei Hy: mm, = 7, tikrinti, statistika. Dideliam # atsitiktiniai dydziai », ir n,
turi asimptotinj normalyjj skirstinj su parametrais (n7m, nm (1 - m;)) ir (nm,,
nm,(1 - m,)). Remiantis didziyjy skaiciy désniu ir centrine ribine teorema,
galima tvirtinti, kad statistikos

o= \/;(pl_pz)
Jp(l=p)+p,(1-p,)

skirstinys, esant 7; = 7,, yra standartinis normalusis. Nuliné hipotezé at-
metama ir teigiama, kad sékmes pasirodymo tikimybés grupése skiriasi, jei
|z| > 2o ¢ia a - reik§mingumo lygmuo. Pertvarke pastargja nelygybe, gau-
name: norint konstatuoti sékmeés tikimybiy reik§mingg skirtuma, kiekvie-
noje grupéje turi buti ne maziau kaip

N = (p(=p)+p,d-p,) le—a/Z
(p, _pz)2

ligoniy. Atsizvelgiant j daromg antros rasies klaidg, prognozuojamas ligo-
niy skaicius grupéje turi buiti ne mazesnis kaip:
_ (p(I=p)+p,(1=p )z g + Zpﬁ)z )

N 2
(p,—py)

14.6 pavyzdys [4, 164 p.]. Vaisto nuo vézio efektyvumui tirti organizuota
randomizuota studija. Stebimi ligoniai atsitiktinai suskirstyti j 2 lygias gru-
pes. Vienos grupés (kontrolinés) ligoniai gydyti standartiskai, kitos (ekspe-
rimentinés) grupés ligoniai — nauju vaistu nuo vézio. Po 5 mety nustatyta,
kad eksperimentinéje grupéje iSgyveno 60 % (p; = 0,6), kontrolinéje grupeé-
je = 50 % (px = 0,6) ligoniy. Nustatysime, kiek ligoniy turi bati grupése, kad
i$gyvenimo tikimybés reik§mingai skirtysi (a = 0,05).

Turime: p, = 0,6; p, = 0,5, p, - p, =0,1; py(1-p,)+ p,(1-p,) =0,6x0,4 +
0,5% 0,5 = 0,49; N = 0,49 X (20 475/0,1)2 = 0,49 X 3,84/0,01 = 168,2. Taigi kiek-
vienoje grupéje turéty buti bent po 169 ligonius.
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Jei eksperimentinés ir kontrolinés grupiy i§gyvenusiy ligoniy procentinis
skirtumas buty didesnis, pavyzdziui, p, = py = 0,7, 0 p, = px = 0,6, tuomet
pi(1 - py) =021, p,(1 - p,) =0,25; N = 0,46 x 3,84/0,04 = 44,1, ir kiekvienoje
grupéje uztekty 45 ligoniy.
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15 SKYRIUS

Daugiamaciy duomeny modeliai.
Diskriminantiné analizé

Analizuojant surinktus duomenis, vis dazniau naudojamas ne vienas ro-
diklis, o rodikliy kompleksas - daugiamatis kintamasis. Todél reikia turé-
ti $io daugiamacio kintamojo statistinj modelj — daugiamatj skirstinj. Taip
pat butini keliy populiacijy daugiamaciy vidurkiy palyginimo metodai bei
daugiamaciy kintamuyjy rysio vertinimo rodikliai. Analizuojant daugiama-
¢ius duomenis, tenka mazinti ir matavimy skaiciy: pavyzdziui, 10 rodikliy
pakeisti dviem i$vestiniais kintamaisiais taip, kad prarastume kuo maziau
informacijos. Visoms $ioms reikméms ir skiriami daugiamaciai statistikos
metodai.

Analizuojant daugiamacius duomenis, batina susipazinti su matematikos
priemonémis, skirtomis juos apdoroti — matricy algebra, daugiamaciu nor-
maliuoju skirstiniu.

15.1. Matricos ir vektoriai

Analizuodami daugiamacius duomenis, susiduriame su vektoriaus ir matri-
cos savoka. Priminsime, kad matrica vadinama skaiciy, isdéstyty staciakam-
péje lenteléje su m eiludiy ir n stulpeliy, visuma. Sig matricg vadiname mxn
matrica. Matricos paprastai Zymimos didziosiomis raidémis, pavyzdziui:

an G e Ay
A= ay 4y ... 04y,
Ay Gy oo Ay

dia a;; i=1,2..m;j=1,2... n— matricos elementas, esantis i-tosios eiluteés
ir j-tojo stulpelio susikirtime. Glaustai matrica Zzymima:

Az(a,-j),iz1,2...m;j=1,2...n.

305
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Matrica pateikiami daugiamacio kintamojo imties duomenys arba keliy
imc¢iy duomenys, pavyzdziui, dispersinéje ar diskriminantinéje analizéje.
Matricg, turinc¢ig vieng eilute (m = 1), vadiname vektoriumi-eilute. Matrica,
turincig viena stulpelj (n = 1), vadiname vektoriumi-stulpeliu. Matricoje A
sukeitus eilutes ir stulpelius vietomis, gauname transponuota matrica:

ay Ay ... Gy

alz a22 e amz
AT=

Ay, Ay oo Gy

Analogiskai transponuotas vektorius-eiluté tampa vektoriumi-stulpeliu:
r=(ry...17,), r1

ri’l
Matrica vadiname kvadratine, jei jos eiluciy ir stulpeliy skai¢ius yra vieno-

das (m = n). Kvadratine matricg, kurioje tik diagonaliniai elementai nelygas
nuliui, vadiname diagonaline:

tt 00 .. 0
0 b 0 ..0
T=10 0 .. 0
000 ..t

Diagonaliné matrica, kurios diagonaléje yra vienetai, vadiname vienetine:

O -
—
o O
(=]

0 0 0 ..1
Kvadratiné matrica A vadinama simetrine, jei, sukeitus eilutes ir stulpelius
vietomis, ji nepakis, t. y. A = AT arba a; = a;; visiems i ir j.
Veiksmai su matricomis atliekami pagal tam tikras taisykles. Matricy A ir B
suma yra matrica C, kurios elementas c; lygus a; ir b; sumai. Analogiskai: jei
C=A—B,taic,-j=a,-j—b,-j;jeiC=kA,taic,-j=ka,-j,i= L2..mj=12..n
JeiC=AxB,taic, =) a,b

=1 iy
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Jei vieng matricos eilute (stulpelj) galima isreiksti kity matricos eiluciy
(stulpeliy) tiesine kombinacija, tuomet sakoma, kad $i eiluté (stulpelis) yra
tiesiskai priklausoma nuo kity matricos eiluciy (stulpeliy). Tokia eiluté ar
stulpelis nepateikia papildomos informacijos; ta pacia skaitine informacija
galima pateikti mazesnés apimties matrica. Didziausias tiesi$kai nepriklau-
somy eiluciy (stulpeliy) skaicius vadinamas matricos rangu. Sakykime, A -
4x4 kvadratiné matrica; jos rangas lygus 2. Tuomet visa matricos A skaitine
informacija galima pateikti 2x2 matrica. Matricos rangui nustatyti varto-
jama determinanto sgvoka. Kvadratinei matricai A pagal tam tikra taisykle
priskiriamas skai¢ius, vadinamas matricos determinantu, Zymimu |A| arba
detA. 2x2 matricos determinantas skai¢iuojamas taip:

a, a
A= |1 T2 A=detA=a,ay - a, a.
dy A

Determinanto skai¢iavimo formulés pateikiamos ir didesnés apimties ma-
tricai.
Jei nxn matricos determinantas lygus 0, tokia matrica vadinama iSsigimu-

sia. Determinantas lygus 0 tik tada, kai jo eilutés ar stulpeliai yra tiesiSkai
priklausomi.

Kvadratinei nei$sigimusiai matricai A apibréziama atvirkstiné matrica A™!
taip: A~'A = I. 2x2 matricos atveju atvirkstinés matricos formulé yra tokia:

A = a,nl/A  —a,/A
—a,u/A  ap/A

Matricos A diagonaliniy elementy suma vadinama matricos A pédsaku:

tr(A) = a;, + ... + a,,

Sakykime, A - kvadratiné nxn matrica, x — n ilgio vektorius-stulpelis. Ska-
liariné funkcija Q(x) = xTAx vadinama kvadratine forma. Ji skai¢iuojama
pagal formule:

n n
Qx) = Z i=l z Jj=1 Xidy X j3
Cia x; ir a; - vektoriaus-stulpelio ir matricos A elementai. Sakoma, kad mat-
rica A yra teigiamai apibrézta, jei bet kuriems x;, x, ... x,, Q(x) > 0.

Kvadratiné matrica C vadinama ortogonalia, jei C'C = I. Jei A yra simetriné
matrica, tuomet visada galima rasti tokig ortogonalig matricg C, kad matri-
ca C"'ACT buty diagonaliné:
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A0...0
C'ACT=T =| 0\,...0
00...\,

Skaidiai A, A, ... A, priklauso tik nuo matricos A ir vadinami jos tikriniais
skaiciais. Tikriniai skaiiai yra lygties |A — \I| = 0 $aknys. Be to, detA =
A A

Lygties Ax; = A\ix; sprendinys x; = (x,;, X,; ... X,,;) vadinamas matricos A tikri-
niu vektoriumi, atitinkanciu tikrinj skai¢iy A, i=1,2 ... n.

15.2. Daugiamacdiai atsitiktiniai vektoriai. Daugiamatis
normalusis skirstinys*

Kaip minéta 2.8 skyriuje, daugiamaciu atsitiktiniu vektoriumi (ats. v.) vadi-
namas vektorius X = (X, X ... X®)), kurio komponentés yra atsitiktiniai
dydziai; &ia p - vektoriaus X matavimy skaic¢ius, XV, X@ ... X®) — atsitikti-
niai dydziai, vadinami vektoriaus X koordinatémis, arba komponentémis.
Pateiksime atsitiktiniy vektoriy skaitines charakteristikas.

Atsitiktinio vektoriaus reik$miy ,sankaupa“ p-matéje erdvéje - vidurkiy
vektorius m = (EX\V, EX® ... EX®). Ats. v. koordinaciy kitimg ir jy tarpu-
savio priklausomybe charakterizuoja kovariacijy matrica V = cov(X) = (v;),
i=1,2..p;j=1,2... p; Cia v; - kovariacijy matricos elementas, esantis i-tos
eilutés ir j-tojo stulpelio susikirtime: v; = cov(X®, X)) - kovariacija tarp
ats. d. X ir X0, Kovariacijy matricos diagonaléje yra ats. d. X" dispersijos,
nes, pagal apibrézima, v; = DX\, Kovariacijy matrica simetriné: Vi = Vi
nes cov(X®, X9) = cov(XD, X). Todél kovariacijy matricos determinantas
detV yra neneigiamas. Jei detV = 0, tuomet kazkurios vektoriaus X koordi-
natés yra tiesiskai priklausomos. Jei ats. vektoriaus koordinatés yra nepri-
klausomos, tuomet kovariacijy matrica — diagonaliné. Daugiamacio ats. v.
(X0, X@ .. X) koordinaciy tarpusavio tiesinio rysio analizei naudojama
koreliacijy matrica: (py), i=1...p;j=1... p; ¢iap;=p(XD, XP) - koreliacijos
koeficientas tarp X ir X%, Koreliacijy matrica yra simetriné; jos diagona-
léje yra vienetai (nes p;; = p;; bei p;; = p(X@, X)) = 1). Jei ats. v. koordinatés
nepriklausomos, tuomet koreliacijy matrica yra vienetiné.

Teoriniuose ir taikomuose statistikos darbuose dazniausiai naudojamas

ats. v. modelis — daugiamatis normalusis skirstinys.

Daugiamatis normalusis skirstinys. Sakoma, kad ats. v. X = (X, X ... X))
skirstinys yra p-matis normalusis su parametrais (m, V), jei ats. v. X tankis

lygus:
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p(x) = (2m ) P(det V) 2exp{~(1/2)(x - m) V- (x - m)T};

¢iam = (my, m, ... my), x = (x;, X, ... x,), V — simetriné teigiamai apibrezta
matrica. Daugiamacio normaliojo skirstinio parametry prasmé: m yra ats. v.
X vidurkiy vektorius (m; = EX®), o V yra ats. v. X kovariacijy matrica. Ko-
variacijy matricos determinantas apibaidina normaliojo ats. v. kitima. Vien-
macio normaliojo ats. d. X ~ N(m, 0?) kitimg apibudina jo dispersija, nes

P{|X - m| < t} = P{|(X - m)/o| < t/c} = P{|z| < t/c} = P(0);

¢ia z ~ N(0, 1). Analogiskai, normaliam ats. vektoriui X: P{(X - m) € A} =
P(+/detV). Taigi kovariacijy matricos determinantas yra daugiamatis dis-
persijos analogas.

Normaliojo ats. v. kitima taip pat charakterizuoja kovariacijy matri-
cos pédsakas — ats. v. X dispersijy suma: tr(V) = v); + vy + ... + v, =
DX® + ... + DX bei kovariacijy (ar koreliacijy) matricos tikriniai skaiciai
A1, Ay ... A, nes detV = A, A, ... A,. Pladiau apie daugiamatj normalyjj skirstinj
pateikta vadovélyje [3].

Daugiamaciy duomeny standartizavimas. Sakykime, ats. d. X turi nor-
malyjj skirstinj su vidurkiu m ir dispersija 0>. Tuomet ats. d. Y = (X - m)/o
skirstinys yra standartinis normalusis, o Y* = (X - m)*(1/0?) skirstinys — x>
su 1 laisvés laipsniu. Sakykime, X ~ N(m, V); analogiskai ats. v. X standarti-
zuosime. Daugiamaciams duomenims vietoj skirtumo X - m turime vekto-
riy X - m, vietoj 0* — matricg V, o vietoj 1/0? pagal veiksmy su matricomis
taisykles — atvirkstine matrica V-!. Sandauga (X - m)*(1/0%) daugiamaciy
duomeny atveju keiciasi j kvadratine forma:

D*=X-m)V(X-m)T.

Ats. d. D? vadinamas Mahalanobiso atstumu. D? skirstinys yra x* su p lais-
ves laipsniy. Taigi D? - standartinio normaliojo ats. dydzio kvadrato dau-
giamatis analogas.

Daugiamacdiy duomeny statistinis modelis. Daugiamatis normalusis
skirstinys — dazniausiai naudojamas daugiamacio kiekybinio kintamojo sta-
tistinis modelis. Atskiry p kintamyjy normalumas daznai leidzia laikyti p
kintamuyjy jungtinj skirstinj normaliuoju.

Daugiamacio kintamojo imties skaitinés charakteristikos. Sakykime,
x5, %y o X X = (X0, xP L x”) - daugiamacio kintamojo imtis. Vektoriy

i 27
X, X, ... x, sankaupg p-matéje erdvéje charakterizuoja vidurkiy vektorius
x =0, xP. x"); ¢a xV =1/ n)z:; x!” - j-tosios koordinatés vidurkis.

i

Atskiry koordinaciy kitimg apibtidina jy dispersijos s?. Ry$j tarp duomeny
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vektoriaus r-tos ir c-tos komponenciy vertinti skai¢iuojamas kovariacijos
jvertis:

5= T Z Y (@ 5Oy p= o= p =2
V., = (1/(n—1))zi=l(xi X)X =X ), r=1..psc=1..p;V; =5;.
Informacija apie daugiamaciy duomeny ry$j ir kitimg pateikiama (imties)
kovariacijy matrica V= (). Matricos V’ elementai priklauso nuo koordina-
¢iy mastelio, todél rysiui tarp atskiry koordinadiy vertinti pateikiama kore-
liacijy matrica R = (ry), i, j=1 ... p:

p
7y 1 r
R ™ 2p
o1 Tp2 1

¢ia ry = ¥, /(s;s,) - imties koreliacijos koeficientas tarp i-tosios ir j-tosios
koordinaciy; r; = 1, i =1 ... p. Tiek kovariacijy, tiek koreliacijy matricos yra
simetrinés ir teigiamai apibréztos.

Sakykime, x,, x, ... x,, yra daugiamacio kintamojo imtis - ats. vektoriai, tu-
rintys normalyjj skirstinj su vidurkiy vektoriumi m ir kovariacijy matrica V.
Sie parametrai nezinomi, jie vertinami naudojant imties reikimes. m ivertis
yra imties vidurkiy vektorius X, matricos V - imties kovariacijy matrica V.

I$skirtims nustatyti skaiciuojamas empirinis Mahalanobiso atstumas:

DX=(x, -V ' (x, - x)"
p(Fn:f)l)Diz skirstinys yra Fiderio
su (p, n - p) laisvés laipsniy. Todél jei apskaiciuota F; reik§mé virsija atitin-

(vietoj dydzio (x; — X )/s). Statistikos F; =

kama Fiserio skirstinio kvantilj, $ig reikSme laikome i§skirtimi.

15.3. Hipoteziy tikrinimas daugiamaciy duomeny atveju*

Hipotezé apie vidurkiy vektoriaus lygybe konkreciam vektoriui. 5.6 sky-
riuje pateiktas t kriterijus vienai imciai — kriterijus, skirtas tikrinti hipoteze
apie imties x;, x, ... x,,, turinc¢ios normalyjj skirstinj, populiacijos vidurkio m
lygybe normai m. Sio kriterijaus statistika lygi # = \n (X —my)/s; ¢ia X ir
s — imties vidurkis ir standartinis nuokrypis. Daugiamaciy duomeny atveju
hipotezei apie populiacijos vidurkiy vektoriaus m tapatybe konkreciam vek-
toriui m, (Hy: m = my, alternatyva H,: m # m,) tikrinti naudojamas Hotelingo
(Hotelling) kriterijus su statistika 7= n(x —m, )V "' (X —m,)". T* yra £ statisti-
kos daugiamatis analogas - ( X — m,) kei¢iama j (x - m), (1/s?) - | v
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Statistiniuose paketuose pateikiama Hotelingo kriterijaus p reik§me. Jei p <
a (a - reik§mingumo lygmuo), tvirtiname, kad m # m,, o jei p > o — tvirtini-
mui, kad ,,populiacijos vidurkiy vektorius sutampa su normos vektoriumi,
nepriestaraujame.

Hipotezé apie dviejy populiacijy daugiamaciy vidurkiy vektoriy lygybe.
Sakykime, x,, X, ... X, it y;, ¥, ... y,, — imtys i§ X ir Y populiacijy - nepri-
klausomi ats. v., turintys daugiamatj normalyjj skirstinj su vidurkiy vek-
toriais m, (X populiacijos) ir m, (Y populiacijos) bei ta pacia kovariacijy
matrica V. Nulinei hipotezei Hy: m; = m, su alternatyva H,: m, # m, tikrinti
skai¢iuojama statistika:

T’=(x-p)V, (%~ ' c1a V,=V, (1/n+1/m),V - jungtiné kovariacijy
matrica. Kai p = 1, V =5 (1/ n+l/ m) ir statistika T2 lygi nepriklausomy
imciy t kriterijaus statlstlkos kvadratui:

x-»"
s; (1/n+1/m)
Nuliné hipotezé ar alternatyva pasirenkamos pagal kriterijaus p reik$me

taip pat, kaip ir tikrinant hipoteze¢ apie vidurkiy vektoriaus lygybe normos
vektoriui.

Keliy normalyjj skirstinj turin¢iy populiacijy daugiamaciy vidurkiy pa-
lyginimas (MANOVA). Keliy populiacijy, apibiidinamy kokybinio fakto-
riaus reikémémis (lygiais), vienmacio kiekybinio atsako Y vidurkiams paly-
ginti skirta vienfaktoré dispersiné analizé. Joje F kriterijaus, skirto hipotezei
apie keliy vidurkiy lygybe tikrinti, statistika gaunama skaidant visg kvadraty
suma SST = Z; Zil (7; =)’ { dvi dedamasias: SSW ir SSB. Daugiamacio
kintamojo atveju duomeny kitimg apibadina visa tarpusavio sandaugy mat-
rica T = (t,.):

Z, 12, l(y(r) (r))(y(c) YN re=1 o P

éia y = (y o (p)) daugiamacio atsako reik§émeés, nustatytos esant fak-
torlaus i- ta]am 1yg1u1, y = (3"... pP) - atsako bendry vidurkiy vektorius.
Duomeny kitimg grupiy viduje atsp1nd1 vidiné tarpusavio sandaugy matri-
ca W= (w,):

I n r r c —(c
W = ZH Z,-=1 (yij) ))(y( : J’i( ", re=1 . s

da y,= (¥"...5"") - atsako vidurkiy vektorius, nustatytas esant faktoriaus
i-tajam lygiui. Matrica B = T - W vadinama tarpgrupine tarpusavio sandau-
gu matrica.
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Hipotezei apie keliy vienmaciy vidurkiy lygybe tikrinti naudojama statis-
tika F = SSW(I - 1)/[I(n - 1)SSB]. Daugiamaciams vidurkiams palyginti
naudojamos kelios statistikos, iSreiskiamos matricy B ir W funkcijomis:

« matricos W™!B didziausias tikrinis skai¢ius (Roy’s largest root);
o matricos B(B + W)~! pédsakas (Pillai trance);

= ﬂ = w - Vilkso (Wilks) lambda.

|B+W | |T|

Statistiniuose paketuose pateikiamos $iy statistiky reik§més ir atitinkamos
p reik§meés. Jei p < a (a - reikSmingumo lygmuo), tvirtiname, kad keliy
populiacijy daugiamaciai vidurkiai néra lygis. Jei p > a - daugiamacdiy
vidurkiy lygybei nepriestaraujame.

15.4. Diskriminantinés analizés samprata ir objektai

Diskriminantiné analizé - visuma metody, jgalinanciy sudaryti taisykle
naujiems individams klasifikuoti, remiantis pradine individy klasifikacija.
Diskriminantinés analizés esme paaiskinsime dviem pavyzdziais.

15.1 pavyzdys. Universiteto priémimo komisijos tikslas — pagal egzaminy
rezultatus kandidatg j studentus priskirti sékmingai baigusiyjy universiteta
(priimti j universiteta) ar nebaigusiyjy universiteto (nepriimti j universiteta)
grupei. Priimdama sprendimg, komisija remiasi ankstesniy mety studenty
egzaminy rezultatais.

15.2 pavyzdys. Pagal tam tikrus simptomus gydytojas privalo nustatyti, ku-
riuo i$ K susirgimy pacientas serga. Nustatydamas susirgimg, gydytojas re-
miasi ankstesniy tyrimy duomenimis.

Diskriminantinés analizés apibrézima formalizuosime.

Analizuojamos kelios populiacijos, kuriy individai apibadinami vienu ar
keliais rodikliais - atsitiktiniais dydziais ar vektoriais. I§ kiekvienos popu-
liacijos (ar generalinés visumos) atrenkame po vienmacio ar daugiamacio
kintamojo imtj — nustatytas individo reik§mes. Diskriminantinés analizés
uzdavinys - remiantis $ia atranka, sudaryti taisykle, leidziancig atrankos
elementa (individg) priskirti vienai i$ keliy populiacijy (klasiy, grupiy).
Priskyrimo taisyklé sudaroma naudojantis imties elementy savybémis ir,
Zinoma, pirmine klasifikacija. Diskriminantiné analizé dar vadinama klasi-
fikacija su apmokymu.

Diskriminantiné analizé taikoma jvairiose srityse. Archeologijoje ir teismo
medicinoje pagal rasty kauly matmenis nustatoma individo lytis, rasé, jver-
tinamas amzius. Tam naudojamos funkcijos, kuriomis pagal antropometri-
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nius rodiklius individas priskiriamas vienai ar kitai rasei ar ly¢iai. Naudoda-
mi ligoniy tyrimo duomenimis, medikai diagnozuoja susirgimg.

Diskriminantinéje analizéje nustatomas fiksuotas klasiy (populiacijy)
skai¢ius k. Klasése atsitiktinai atrenkame po #y, 1, ... #; individy ir kiek-
vienam individui nustatome p kintamyjy X", X@® ... X reik§miy. Kin-
tamieji gali buti tiek kiekybiniai, tiek kokybiniai. i-tosios klasés j-tojo in-
divido p-macio kintamojo X = (X, X® .. X®) reik§mes pazymékime
x; = (x;l),xg.z)...x!.(,—p ). Diskriminantinéje analizéje naudojamy duomeny
struktiira pateikta 15.1 lenteléje.

Diskriminantinés analizés tikslas — remiantis pradine individy klasifikacija,
t.y. reikSmémis x;,j=1,2 .. n,i=1,2 ..k, sudaryti taisykle, leidziancig
klasifikuoti naujus individus. Klasifikavimo taisyklé sudaroma pagal duo-
meny statistinj modelj.

15.1 lentelé. Diskriminantinés analizés duomenys

Klasé Kintamieji
) e x®
(OO @ 2 2 2 (P (p) (p)
1 Xirs Xig e Xy x P, x2 . x?) X0 x5y Xk
@ .0 (1) 2) .(2) (2) ) .(p) (p)
2 Xors Xog oo Xap2 Xo1s X3 e Xapa Xo1's Xpp e Xy
@ (1) () 2 (2 (2) (p) ,.(p) (p)
k Xk Xz o X Xt's Xig o Xk Xo15 X3p e Xgpp

15.5. Klasifikavimas minimizuojant klaidingos klasifikacijos
nuostolius. Bajeso klasifikacija

Sakykime, turime dvi populiacijas IT, ir IT, (arba dvi klases I ir IT). Siy popu-
liacijy daugiamaciai kintamieji - atsitiktiniai vektoriai, charakterizuojami
skirstinio tankiais arba tikimybinémis funkcijomis f;(x) ir fo(x), &¢ia x = (x(V,
%9, ..., xP) - p matavimy vektorius.

Didziausio tikétinumo klasifikacijos taisyklé: vektoriy x priskiriame I kla-
sei, jei

filx) = f,(x), (15.1)
ir priskiriame II klasei, jei f,(x) < f,(x).

Pateiksime klasifikacijos taisykle, pagal kurig p matavimy vektoriy priskir-
sime vienai i$ dviejy klasiy taip, kad klaidingos klasifikacijos nuostoliai baty
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minimalas. Pazymékime C(i]j) - patiriami nuostoliai, jei j-tosios populiaci-
jos elementg priskiriame i-tajai populiacijai (klasei). Klasifikavimo nuosto-
liy struktara pateikta 15.2 lenteléje. Analogiskai pazymékime p(i|j) - tiki-
mybe, kad j-tosios klasés elementg priskirsime i-tajai klasei; m; — tikimybe,
kad sujungus abi klases (populiacijas) ir i$ jy misinio atsitiktinai parinktas
ats. v. X priklausys i-tajai klasei. Dviejy klasiy atveju m; + m, = 1 (nes elemen-
tas X priklauso arba I, arba II klasei). Tikimybés m; nustatomos remiantis
pirminiais tyrimais. Pavyzdziui, 15.1 pavyzdyje pagal ankstesniy mety duo-
menis zinome, kad universitetg sékmingai baigé 2/3 jstojusiy; taigi m, = 2/3,
m, = 1/3. 15.2 pavyzdyje, klasifikuojant j sergancius liga A ir liga B, zinoma,
kad liga A serga apie 20 %, liga B — 80 % atsiysty pacienty; taigi Siuo atveju
galima laikyti, kad m; = 0,2, o 7, = 0,8. Tikimybés m; vadinamos apriorinémis
(zZinomomis pries$ eksperiments).

15.2 lentelé. Klasifikavimo nuostoliy struktiira

Klasifikacija
II, 11,
Teisingas I, 0 C@21)
priskyrimas 11, C(1)2) 0

Klasifikavimo taisykle butina sudaryti taip, kad patirti nuostoliai dél klai-
dingos klasifikacijos baty minimalas. Klaidingos klasifikacijos nuostoliai

lygas:
DI, + C(12)p(2)m,.

Klaidingos klasifikacijos tikimybes p(i|j) nustatomos naudojantis didziausio
tikétinumo taisykle (15.1). Todél minimali klaidinga klasifikacija gaunama
tada, kai vektorius x priskiriamas I klasei, esant

HE)CQ2|m, = f(x)C(1]2)m,, (15.2)
ir priskiriama II klasei, kai f;(x) C(2|1)m; < f,(x)C(1|2)m,.

Praktiskai (15.2) taisyklé realizuojama pakeitus f,(x), f,(x), m, ir m, jy jver-
¢iais, gautais remiantis pradine elementy klasifikacija. Funkcijy f,(x) ir f,(x)
jverciai priklauso nuo duomeny skirstinio modelio; kaip taikyti (15.2) taisy-
kle konkreciau, pateikta 15.6-15.8 skyriuose.

Bajeso klasifikacija. Turime k populiacijy (klasiy) II;, II, ... IT;. Daroma
prielaida, kad populiacijy elementai yra atsitiktiniai vektoriai (atskiru atve-
ju — ats. dydziai) su tankiais arba tikimybémis f(x), f5(x) ... fi(x). Tarkime,
7; — aprioriné tikimybé, t. y. tikimybé, kad atsitiktinai parinktas elementas
priklauso i-tajai populiacijai; 71, + 7, + ... + 1, = 1. Pazymékime P(IT}|x) -
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salygine tikimybe, kad elementas x priklauso i-tajai klasei. Remdamiesi Ba-
jeso teorema (2.3 skyrius), turime

PAT,)P(x [TT;)

T ;
2. PAL)P(x|IT)
¢ia P(IT;) = m; — tikimybé, kad atsitiktinai parinktas elementas x priklau-
so i-tajai klasei, P(x| IT;) - salyginé tikimybe, kad i-tosios klasés elementas
lygus x. P(x| IT;) galime vertinti tankio ar tikimybés f,(x) reik§me. Todél

. f;(x) )

3
ZiZI Tcl-f; (x)
Elementg x tikslinga priskirti klasei, kurios P(IT;|x) (arba m,f(x)) yra di-
dziausia.

P(IT, | x) =

P(IT; | x) =

Bajeso klasifikacijos taisyklé: elementas x priskiriamas j-tajai klasei, jei

7, fi(x) = max; 7, fi(x). (15.3)
(15.3) iSraiska galima perrasyti:

7 f(x) = 71, fi(x) visiems i # j. (15.4)

Praktiskai taikant (15.4) taisykle, f(x) vertinama remiantis pradinés kla-
sifikacijos duomenimis. Jei daroma prielaida, kad f,(x) - Zinomo pavidalo
tankio parametriné funkcija (pvz., normalioji), tuomet naudojant imties
reik§mes jvertinami nezinomi f,(x) parametrai. Analogiskai elgiamasi, jei
fi{x) - Zinomo pavidalo tikimybé. Jei f(x) parametriné israiska (formulé)
néra Zinoma, f;(x) vertinama neparametriniais metodais.

15.6. Klasifikacija, kai duomeny skirstiniai yra normalieji

Vienmacio kintamojo atvejis. Naudodami bendresnes (15.3) ir (15.4) for-
mules, sudarysime taisykle normalyjj skirstinj turinc¢iy kintamuyjy klasifi-
kacijai. Sakykime, k - klasiy skaicius, o i-tosios klasés kintamojo skirstinys
yra normalusis su vidurkiu m; ir bendra visoms klaséms dispersija o> Pagal
apibrézima

(x-m,)’

quﬁ%wmm_é%aJﬂjmk

Istate $ig iSraiska j (15.4) formule ir atitinkamai jg pertvarke, gauname klasi-
fikavimo taisykle: elementg x priskiriame j-tajai klasei, jei

myx/0* + Inm; - 0,5(m;/0)* = mix/0* + Inm; - 0,5(m/0)* visiems i # j.  (15.5)



316

JONE VENCLOVIENE
Statistiniai metodai medicinoje

Praktikoje klasifikuojant normaliuosius ats. dydzius, klasiy skirstinio vidur-
kiai m; ir bendra dispersija néra zinomi. m; ir 0 jvertinami naudojant pradi-
nés klasifikacijos duomenis. Tuomet vietoj m; i (15.5) formule dedame i-to-
sios klasés vidurkj X;, o vietoj 0 — bendros dispersijos jvertj (12.5 skyrius).

I$samiau panagrinésime dviejy klasiy atvejj. Sakykime, m, > m, ir m; = m,.
Populiacijy skirstiniy tankiai ir klasifikacijos klaidy tikimybés pateiktos
15.1 pav. Elementas x priskiriamas I klasei, jei x > (m, + m,)/2. Klaidingo
klasifikavimo tikimybés P(2|1) ir P(1|2) lygios ®(-8/2) (m, = m,); ¢ia &% =
(m, — m,)*/ 62, ®(z) - standartinio normaliojo ats. d. skirstinio funkcija. Ma-
tome, kad klaidingos klasifikacijos tikimybés priklauso nuo vidurkiy skirtu-
mo ir dispersijos. Jei kintamojo vidurkiai m, ir m, skiriasi nedaug, klaidin-
gos klasifikacijos tikimybés artimos %2 ir §j kintamajj naudoti klasifikacijai
netikslinga.

Sax)

AN

Nix)

P21 — — »(1]2)

my (my + myp)/2 m

15.1 pav. Populiacijy tankiai ir klasifikacijos klaidy tikimybés
normaliuoju atveju

Klasifikuojant realius duomenis, klasiy vidurkiai m;, ir m, (m, > m,) jvertina-
mi im¢iy vidurkiais ¥, ir X,; individas, priskiriamas I klasei, jei jo kintamojo
reik§meé virsija (X, + X,)/2. Prieingu atveju individas priskiriamas II klasei.
Kintamgjj tikslinga naudoti klasifikacijai, jei imciy vidurkiai reik§min-
gai skiriasi. Tai galima patikrinti t kriterijumi (6.4 skyrius). Klasifikuojant
i kelias klases, kintamajj tikslinga naudoti tik tuomet, kai klasiy skirstiniy
vidurkiai néra lygiis. Si hipotezé tikrinama F kriterijumi, naudojamu dis-
persinéje analizéje (12.1 skyrius), arba Kruskalio-Voliso (Kruskal-Wallis)
kriterijumi (6.9 skyrius).

Klasifikacijai naudojant vieng kintamgjj, klaidingos klasifikacijos tikimybés
gali buti nemazos. Todél klasifikacijai naudojama keletas kintamuyjy; naudo-
tini tik tie kintamieji, kuriy vidurkiai imtyse reik$mingai skiriasi su a < 0,1.
Toks kintamasis laikomas informatyviu klasifikacijai.
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Daugiamacio kintamojo atvejis. Turime k populiacijy (klasiy). Kiekvienos
populiacijos elementai yra p-maciai ats. vektoriai X = (XV), X® ... X)), turin-
tys normalyjj skirstinj. Daroma prielaida, kad vektoriaus X koordinatés néra
tiesiskai priklausomos ir visy populiacijy kovariacijy matricos vienodos.

Funkcijos f(x) yra daugiamacio normaliojo skirstinio su vienodomis ko-
variacijy matricomis tankiai; jstacius jy iSraiskg j (15.4) formule, sudaroma
Fiserio klasifikacijos taisyklé. j-tajai klasei skai¢iuojama Fiserio klasifikaci-
jos funkcija Dj(x):

Dy(x) = bjg + byx™ + bpx@ + .+ bx), (15.6)

j=1,2 ... k. Koeficientai bjo, i1 bj2 bjp priklauso nuo j-tosios klasés kinta-
muyjy vidurkiy vektoriaus X,, apriorinés tikimybés 7; ir bendros kovariacijy

matricos jvercio V:
D(x) = (X,V )"~ 0,5% V1% + In 73

¢ia T - vektoriaus transponavimo Zenklas. Klasifikavimo taisyklé: elemen-
tas x priskiriamas tai klasei, kurios Fiserio klasifikacijos funkcija (15.6) yra
didziausia.

X, ir bendra kovariacijy matrica V apskai¢iuojama naudojant pradinés kla-
sifikacijos duomenis. Skai¢iuojama statistiniais paketais: duomeny byloje
nurodomi kintamieji, atitinkantys vektoriaus X koordinates XV, X® ... X,
bei kintamasis, koduojantis klases. Apriorinés tikimybés ; gali bati pro-
porcingos pradiniy im¢iy dydziui, vienodos visoms klaséms bei laisvai pa-
renkamos. Statistiniai paketai (SPSS, STATISTICA, SAS) pateikia FiSerio
diskriminantiniy funkcijy koeficientus by, b;,, by, ... by, klasifikavimo rezul-
taty palyginimg su faktine klasifikacija bei kiekvieno individo klasifikacijg
ir klasifikacijos tikimybes P(IT;|x), normaliojo skirstinio atveju isreidkiamas
per FiSerio diskriminantines funkcijas:

P(L, [ ) = T:,- exp(D;(x))
D exp(D,(x))

Statistiniai paketai taip pat pateikia pradine kiekvieno individo klasifikacija.

Klasifikacijai naudojami tik informatyvas kintamieji, taciau, sudarius Fi-
Serio klasifikacijos funkcijas, butina jsitikinti, ar reikalingi visi kintamieji.
Gali bati, kad diskriminantinés funkcijos koeficientai prie X by, i = 1 ... k,
nuo 0 reik§mingai nesiskiria, t. y. j diskriminantine funkcijg jtraukus X%,
klasifikacija nepagerés. Koeficienty by, i = 1 ... k, reikSmingumui tikrin-

ti skaic¢iuojama Vilkso (Wilks) statistika A; = w;;/t;, Cia wy ir ¢; - vidinés
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tarpusavio sandaugos ir visos tarpusavio sandaugos matricos (15.3 skyrius)
diagonaliniai elementai. Kuo A; artimesné 1, tuo X naudingesnis klasifi-
kacijai. Vieno kintamojo atveju Vilkso statistika A lygi: A = SSW/SST; ¢ia
SSW - tarpgrupiné kvadraty suma, SST - visa kvadraty suma dispersinéje
analizéje, SSW ir SST apskai¢iuotos naudojant pirminés klasifikacijos duo-
menis. Statistiniuose paketuose pateikiama Vilkso statistika ir jos p reiksmeé.
Pagal $ig p reik$me daroma i$vada, ar kintamasis pagerina klasifikacija: jei
kintamojo X% Vilkso statistikos A; p reik§meé mazesné uz a, galima tvirtinti,
kad X0 Klasifikacijos funkcijai reikalingas. Jei p > a, daroma i$vada, kad
koeficientas b;; nuo 0 reik§mingai nesiskiria.

Naudojant daugiamatj kintamgjj, galima sudaryti gana daug skirtingy kla-
sifikavimo funkcijy. Optimali klasifikacijos funkcija sudaroma naudojant
zingsning procediira, kaip ir daugialypéje regresijoje, tik ¢ia vietoj F kriteri-
jaus p reik§més naudojama Vilkso statistikos p reiksmé.

15.7. Klasifikacija taikant logistine ir polinomine regresija

Logistinés regresijos naudojimas klasifikacijai. Turime daugiamacio kin-
tamojo X = (XU, X@ ... X)) imtis i$ 2 populiacijy; X? gali buti tiek kie-
kybinis, tiek kokybinis. Abiejy populiacijy individams apibrézkime dvinarj
kintamajj Y: Y = 1, jei individas i$ I populiacijos; Y = 0, jei individas i$ II po-
puliacijos. Laikydami, kad Y yra atsitiktinis dydis, o XV, X ... X?) - neatsi-
tiktiniai, tikimybe P{Y = 1} jvertiname logistiniu modeliu (11.6):

exp(g(x)) 1

P{Y = 1]x} = i P = O = @)

1+ exp(g(x))
Cia g(x) = by + byxV + ..+ b,

Tikimybés P{Y = 1|x} ir P{Y = 0|x} yra salyginiy tikimybiy, kad individas su
reik$me x atitinkamai priklauso I ir IT klasei, jvertis. Todél individg su reiks-
me x priskirsime I klasei, jei P{Y = 1|x} > P{Y = 0|x} arba P{Y = 1|x} > %. Jei
dél neteisingos klasifikacijos patirti nuostoliai C(2|1) ir C(1|2) yra skirtingi,
tada individas su reik§me x priskiriamas I klasei, kai C(2|1)P{Y = 1|x} >
C(1]2)P{Y = 0|x}, bei priskiriamas IT klasei, jei $i nelygybé néra teisinga.

Polinominés regresijos naudojimas klasifikacijai. Turime daugiamacio
kintamojo X = (X, X® .. X®)) imtis i§ k populiacijy; X? gali bati tiek
kiekybinis, tiek kokybinis. Visy populiacijy individams apibrézkime koky-
binj kintamajj Y, lygy populiacijos eilés numeriui -1; taigi Y jgyja reiks-
mes 0, 1 ... k - 1. Laikydami, kad Y yra atsitiktinis dydis, o XV, X® ... X®)
reikSmés - determinuotos, polinomine regresija jvertiname tikimybes



15 SKYRIUS
Daugiamaciy duomeny modeliai. Diskriminantiné analizé

319

P{Y =0|x}, P{Y = 1|x} ... P{Y = k - 1|x}. Individg su reik§me x ir priskiriame
tai klasei, kurig atitinkanti tikimybé didZiausia.

15.8. Diskriminantinés analizés taikymo pavyzdZiai

15.3 pavyzdys. N. Ragaisyté [7] pateikia ligoniy, serganciy idiopatine di-
latacine (ID), iSemine (IS) ir hipertenzine (H) kardiomiopatija, klinikiniy,
elektrokardiografiniy, echoskopijos ir perfuzijos tyrimy palyginamuosius
duomenis. Tyrime dalyvavo 22 ID, 29 IS ir 24 H kardiomiopatija sergantys
ligoniai. Naudojant jy tyrimy duomenis, sudarytos Fierio diskriminantinés
funkcijos bei polinominés regresijos tikimybés. Pagal echoskopijos bei perfu-
zijos rodikliy reikSmes, jomis ligoniai klasifikuojami j sergancius minétomis
kardiomiopatijos raisimis. Apriorinés tikimybés yra vienodos ir lygios 1/3.

Fiserio klasifikacija. Kintamieji, informatyvas ligoniams klasifikuoti j

3 minétas klases, Vilkso statistika, jos p reiksmé bei Fiserio klasifikacijos
funkcijy koeficientai pateikti 15.3 lenteléje.

15.3 lentelé. Ligoniy klasifikavimo j 3 kardiomiopatijos risis rodikliai:
Vilkso statistika A, jos p reik§mé bei Fiserio klasifikacijos funkcijy koeficientai

Rodiklis Fiderio klasifikacijos

A p funkcijy koeficientai
ID IS H

Amzius (amz) 0,19 | 0,009 0,61 0,76 0,74

Tarpskilveliné pertvara (TSP) 0,22 | <0,001 | 7,71 8,93 9,43

Sieny judéjimo indeksas 0,20 | < 0,001 | 4,22 2,09 0,37

desiniojoje $akoje (SJIDS)

Sieny judéjimo indeksas (SJIPT) 0,25 | <0,001 | 14,85 | 20,83 20,66

priekinéje tarpskilvelinéje $akoje

Perfuzijos sutrikimo laipsnis 0,19 | 0,004 3,74 5,90 4,61

desiniojoje $akoje (PSLDS)

Perfuzijos sutrikimo plotas (PSPPT) 0,24 | <0,001 | 0,77 1,96 -0,40

priekinéje tarpskilvelinéje $akoje

Konstanta - - -77,43 | -112,89 | -105,11

Fiserio klasifikacijos funkcijos (15.6) apibréziamos taip:

D= -7743 + 0,61xamz + 7,71xTSP + 4,22xSJIDS + 14,85xSJIPT +
3,74xPSLDS + 0,77xPSPPT;

D, = -112,9 + 0,76xamz + 8,93xTSP + 2,09xSJIDS + 20,83xSJIPT +
5,9xPSLDS + 1,96xPSPPT;
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D, =-105,1 + 0,74xamz + 943xTSP + 0,37xSJIDS + 20,66xSJIPT +

4,61xPSLDS - 0,4xPSPPT.

Fiserio klasifikacija atliekama taip: naudojant ligonio rodiklius amz, TSP,
SJIDS, SJIPT, PSLDS, PSPPT, apskaic¢iuojama D;, D,, D, ir nustatoma di-
dziausia i$ jy. Jei D, didesné uz D, ir Ds, ligonj priskiriame sergantiems ID
kardiomiopatija. Jei didziausia D, - ligonj priskiriame sergantiems iSemine,
o jei didziausia D; - sergantiems hipertenzine kardiomiopatija.

Klasifikacija polinomine regresija. Kintamieji, jtraukti j daugiamatj poli-
nominés regresijos modelj, koeficienty {3 jverciai, Valdo statistikos p reiks-

meé pateikti 15.4 lenteléje.

15.4 lentelé. Ligoniy klasifikavimo j 3 kardiomiopatijos riisis polinominés regresijos

modelio rodikliai

Rodiklis Idiopatiné dilataciné ISeminé

p p p p
Amzius (amz) 0,14 0,045 0,137 0,032
Sieny judéjimo indeksas -3,472 0,041 -4,418 0,006
desiniojoje $akoje (SJIDS)
Sieny judéjimo indeksas  (SJIPT) 7,52 0,006 7,216 0,004
priekingje tarpskilvelinéje $akoje
Perfuzijos sutrikimo laipsnis 2,235 0,038 -0,12 0,86
desiniojoje $akoje (PSLDS)
Perfuzijos sutrikimo plotas 1,882 0,055 0,843 0,28
desiniojoje $akoje (PSPDS)
Perfuzijos sutrikimo plotas (PSPPT) 1,405 0,048 -0,766 0,166
priekinéje tarpskilvelinéje $akoje
Konstanta -27,6 - -11,9 -

Naudodami apskaic¢iuotus koeficienty jvercius, jvertiname kiekvienos kar-

diomiopatijos tikimybe:

P{Idiopatiné dilataciné} = exp(g;)/(1 + exp(g,) + exp(g»));

P{Iieminé} = exp(g,)/(1 + exp(g;) + exp(g)); P{Hipertenzine} = 1/(1 +

exp(g;) + exp(g));

& = -27,6 + 0,14xamz - 3,472xSJIDS + 7,72xSJIPT + 2,235xPSLDS +

1,882xPSPDS + 1,405xPSPPT;

& = -11,9 + 0,137xamz — 4,418xSJIDS + 7,216xSJIPT - 0,12xPSLDS +

0,843xPSPDS - 0,766xPSPPT.

Ligonio susirgimas priskiriamas tai kardiomiopatijos rasiai, kurig atitinkan-

ti tikimybeé yra didziausia.
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15.5 lenteléje pateikti ligoniy klasifikavimo j sergan¢iuosius ID, IS ir H kar-
diomiopatija rezultatai, gauti FiSerio ir polinominés regresijos metodu.

15.5 lentelé. Ligoniy klasifikavimo j serganciuosius ID, IS ir H kardiomiopatija
rezultatai, gauti Fiserio ir polinominés regresijos metodu

Kardiomiopatija Priskirta Teisingas klasifikacijos %
m | 1§ | H
Fi$erio klasifikacija
1D 20 2 0 90,9
1S 0 28 1 96,6
H 0 4 24 83,3
IS viso 90,7
Klasifikacija polinomine regresija
1D 19 1 2 86,4
IS 1 27 1 93,1
H 3 3 19 75,0
I$ viso 85,3

I$ 15.5 lentelés matyti, kad Fiserio klasifikacijos metodu gautas didesnis tei-
singos klasifikacijos procentas nei polinominés regresijos metodu.

Logistinés regresijos taikymas klasifikacijai. Siuo metodu minéti ligoniai
klasifikuoti j dvi klases: turin¢ius 50 % ir didesn¢ VA stenoze¢ bei neturin-
¢ius VA stenozés. Vienmatés logistinés regresijos metodu nustatyta, kad
VA stenozés tikimybei turéjo jtakos ligonio amzius, kritinés angina, per-
fuzijos sutrikimo laipsnis ir perfuzijos sutrikimo plotas visose VA $akose.
Naudojant $iuos kintamuosius, Zingsniniu metodu sudarytas daugiama-
tés logistinés regresijos modelis, skirtas jvertinti ligonio VA susiauréjimo
> 50 % tikimybei:

P{ligonio VA susiauréjimas > 50 %} =exp(13,35 +2,55x PSLDS + 1,37xPSPDS +
1,73xPSPT}/(1 + exp(13,35 + 2,55xPSLDS + 1,37xPSPDS + 1,73xPSPT}),

G = 61,7; p < 0,0001.

Ligoniui prognozuojamas VA susiauréjimas, kai P > 0,5. I 30 tirty ligoniuy,
turin¢iy VA susiauréjima, 27 tikimybeé P{ligonio VA susiauréjimas > 50 %}
virsijo 0,5; i$ 47 ligoniy, neturin¢iy VA susiauréjimo, 43 ligoniy P buvo ma-
zesné uz 0,5. Taigi teisingas klasifikavimo procentas - 90,91 %. Prognozuo-
dami VA susiauréjimg logistiniu modeliu, gavome 90 % jautrumg, 91,5 %
specifiskuma, 87,1 % teigiamg prognosting verte.
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Kiti daugiamaciai
statistikos metodai

16.1. Pagrindiniy komponenciy analize

Aplinkos tarsai istirti dvidesimtyje miesty paimti dirvoZemio méginiai. Juo-
se nustatyta 11 cheminiy junginiy koncentracija (ug/g). Tarp daugelio iy
rodikliy stebétos reik§mingos koreliacijos. Tolesnei duomeny analizei bei
rezultaty interpretavimui vietoj $iy 11 patogu turéti 2 ar 3 rodiklius, atspin-
dincius visg gauty duomeny kaita. Siam tikslui naudotinas vienas daugia-
maciy statistikos metody - pagrindiniy komponenciy analizé.

Sakykime, individa charakterizuoja daug koreliuoty rodikliy X, X@ ...

XW, turin¢iy bendrg daugiamatj normalyjj skirstinj su nuliniu vidurkiy

vektoriumi. Pagrindiniy komponenciy analizés tikslas - taip sudaryti nau-

jus kintamuosius ZW, Z@ ... Z), kad:

o ZW, 72 . ZIP) bty nekoreliuoti;

o ZW, Z® . ZW bity surikiuoti pagal dispersijy dydj: Z dispersija di-
dziausia, Z? dispersija pagal dydj antra ir t. t. - t. y. DZW > DZ® > .
> DZ(P);

e DXW+DX® + .. +DXP=DZV + DZ? + ... + DZ?).

Kintamieji Z?, i = 1, 2 ... p vadinami pagrindinémis komponentémis. Z( i§-
rei$kiamas kintamyjy XV, X® ... X tiesine kombinacija:

70 = @, X0 + @, X0 + .+ a, X0, i=1,2 ... p;

¢ia koeficientai a;, a;, ... a;, tenkina salyga a.+a, +..+ aé =1,i=1,2 P
bei parinkti taip, kad Z() ... Z®) biity nekoreliuoti ir isdéstyti dispersijy Z©)
didéjimo tvarka.

323
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Nustatyta, kad koeficientai a; priklauso tik nuo X ... X'» kovariacijy matri-
cos V.ZW,Z@ . 7P dispersijos yra lygios kovariacijy matricos V tikriniams
skai¢iams A, A, ... A, surikiuotiems mazéjimo tvarka: \; =\, > ... >\, > 0.
i-toji pagrindiné komponenté salygoja 100\;/(A; + A, + ... + A,) procenty
bendro duomeny kitimo. Koeficienty vektorius (a5, a;, ... a;,) yra matri-
cos V tikrinis vektorius, atitinkantis tikrinj skai¢iy A;. Pirmoji pagrindiné
komponenté rodo, kokia X ... X® tiesiné kombinacija labiausiai kinta.
Paskutinés pagrindinés komponentés daznai kinta gana nezymiai. To-
dél bendra duomeny kitimg charakterizuojanti p kintamuyjy dispersijy
suma DX + DX@ + . + DX® = X\, + \, + ... + \, nedaug skiriasi nuo
A+ A, + ...+ A - q pirmyjy pagrindiniy komponendiy dispersijy sumos; ¢ia
q < p. Taigi ta patj duomeny kitima paai$kina mazesnis kintamyjy skaic¢ius
q (vietoje p). Kintamieji ZV ... Z) néra koreliuoti - todél $iuos rodiklius
patogu naudoti regresinéje analizéje kaip faktorius. Be to, individy tarpu-
savio iSsidéstyma galima pateikti grafiskai pirmomis 2 ar 3 pagrindinémis
komponentémis — plokstumoje ar erdvéje.

Pagrindiniy komponen¢iy metodas efektyviausias tada, kai visi X% yra tos
pacios fizikinés prigimties ir yra matuojami tais paciais vienetais. Jei dy-
dziy X© fizikiné prasme skirtinga (pvz., ilgis ir laikas), tuomet tikslinga X©)
normuoti — dalyti i$§ standartinio nuokrypio. Taip i§vengiama masteliy skir-
tumo. Normuoty dydziy kovariacijy matrica virsta koreliacijy matrica.

Praktidkai pagrindinés komponentés skai¢iuojamos taip: sglyga, kad XV
turi lygy nuliui vidurkj, pasiekiama kintamuosius centruojant - vietoj
reik§miy xi(f ) naudojamos reik§més ¥ =x) —xV); &a x ) _ Kinta-
mojo XY imties vidurkis. Jei X néra to paties mastelio, reikimés x, be
centravimo, dar ir normuojamos, t. y. pakei¢iamos X’ = (x\”’ —x)/s ;
tia s; - kintamojo X% imties standartinis nuokrypis. Po to statistiniu pake-
tu apskaic¢iuojama sudaryty kintamyjy kovariacijy ar koreliacijy matrica ir
jos tikriniai skaiciai A, A, ... A,. Kiekvienam tikriniam skai¢iui nustatomas
tikrinis vektorius, randami koeficientai a; bei apskaic¢iuojamos pagrindinés
komponentés Z0. Pagrindiniy komponen¢iy, skirty tolesnei analizei, skai-
¢ius g nustatomas pagal tai, kokia dalj duomeny kitimo norima paaiskinti
pagrindinémis komponentémis, t. y. kokig dalj DXV + DX® + ... + DX
sudaro A, + A, +... + A,. 16.1 lenteléje ([6, 209 p.) pateikta 11 cheminiy jungi-
niy, nustatyty dirvoZzemio méginiuose, koncentracijos koreliacijy matricos
tikriniai skaiciai ir kiekvienos pagrindinés komponentés (PC) salygojamas
kitimo procentas. Matome, kad pirmoji PC salygoja 48,7 %, antroji - 26,2 %,
tre¢ioji — 10,2 % bendro kitimo; pirmos trys pagrindinés komponentés saly-
goja 85,2 % bendro duomeny kitimo.
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16.1 lentelé. 11 cheminiy junginiy koncentracijos koreliacijy matricos tikriniai
skaiciai ir kiekvienos pagrindinés komponentés (PC) sqlygojamas kitimo procentas

PC1| PC2 | PC3 | PC4 | PC5 | PC6 | PC7 PC8 | PC9 | PC10 PCI1

Tikriniai 0 887 | 1,125 | 0,612 | 0,440 | 0,261 | 0,179 | 0,06 | 0,046 | 0,026 | 0,003
skaiciai
Kitimas (%) 48,7 | 262 | 102 | 56 | 40 | 24 | 16 | 05| 04 02 00
Suminis

48,7 | 75,0 | 852 | 90,8 | 94,8 | 97,1 | 98,8 | 99,3 | 99,7 | 100 | 100

kitimas (%)

I§ 16.1 lentelés matome, kad paskutinés penkios PC salygoja maziau nei
3 % duomeny kitimo. PC skaicius, reikalingas paaiskinti visam duomeny
kitimui, nustatomas pagal tikriniy skaiciy grafika (scree plot). Sis grafikas
bréziamas taip: X adyje atitedamas PC eilés numeris, Y asyje - atitinkamas
tikrinis skaicius; gauti taskai sujungiami (16.1 pav.). I§ grafiko nustatoma,
nuo kurio tikrinio skaic¢iaus kreivé pradeda kisti tiesiskai. Sis skai¢ius ir nu-
rodo, kiek pagrindiniy komponenciy naudotina. 16.1 pav. nuo ketvirto tik-
rinio skai¢iaus kreivé mazéja tiesiskai, todél Siuo atveju duomeny kitimui
paaiskinti naudotinos keturios PC.

6 —
5 —
s 4]
=]
2
§ 3
w1
2}
g 27
=
4
[Sal
0 T T T T T T T T * T + I + 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Pagrindinés komponentés numeris

16.1 pav. 11 cheminiy junginiy koncentracijos koreliacijy matricos
tikriniy skaiciy grafikas

Pateiksime pagrindiniy komponenciy skaic¢iavimo pavyzdi.

16.1 pavyzdys. 3.4 lenteléje pateiktos 26 jauny sveiky suaugusiy asmeny SAS
ir DAS reikimés (mmHg st.). Siy rodikliy skaidos diagrama pateikta 9.1 pav.
Sakykime, (SAS, DAS) skirstinys yra dvimatis normalusis. Centruoty SAS ir
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DAS reik§miy SAS1 = SAS - 113,2 ir DAS1 = DAS - 67,8 skaidos diagrama
pateikta 16.2 pav. (SAS, DAS) kovariacijy matrica lygi:

<105,67 38,7
38,7 26,3

DAS - 67,8

30

SAS - 113,2

16.2 pav. Centruoty SAS ir DAS reik$miy skaidos diagrama

SAS ir DAS bendrg kitima vertinanti dispersijy suma lygi 105,67 + 26,3 =
131,97. Kovariacijy matricos tikriniai skaic¢iai lygas: A, = 121,42 ir A, = 10,55.
A, + A\, = 131,97; A, sudaro 92 %, \, — 8 % bendro kitimo. Siuos tikrinius
skaicius atitinkantys tikriniai vektoriai atitinkamai lygas (0,926; 0,377) ir
(-0,377; 0,926). Todél (SAS1, DAS1) pagrindinés komponentés lygios:

ZM = 0,926 SAS1 + 0,377 DAS1; Z® =-0,377 SASI + 0,926 DASI.

Pagrindiniy komponenciy skaidos diagrama pateikta 16.3 pav. I§ jos mato-
me, kad ZW ir Z? néra koreliuoti. Pirmoji pagrindiné komponenté saglygoja
92 %, antroji — 8 % bendro (SAS, DAS) kitimo.

Geometrigkai dvimaciy duomeny atveju ZU ir Z?) galime interpretuoti taip:
koordinaciy asys taip pasukamos, kad Z() asis eity per pagrindine iSsibars-
tymo elipsoido a3j. Kuo koreliacijos koeficientas tarp XV ir X artimesnis
+ 1, tuo maziau Z? kinta.

Jei kintamieji normuojami, t. y. pagrindinés komponentés nustatomos nau-
dojant koreliacijy matricos tikrinius skaicius ir vektorius, tada koeficientai a;
yra koreliacijos koeficientai tarp X ir ZU). Pagal a,;, a, ... a,; reik§mes patei-
kiama pagrindinés komponentés Z¥ interpretacija. Laikoma, kad Z susijusi
su tais kintamaisiais X®, kuriuos atitinkantys koeficientai a;; virija 0,4.
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16.3 pav. Pagrindiniy komponenciy skaidos diagrama

16.2. Faktorine analize

Analizuojant didelj kiekj (nuo keliy desimc¢iy iki keliy $imty) rodikliy, at-
spindinéiy individo sveikatos bukle, atsiranda poreikis $iuos duomenis su-
sisteminti — sudaryti keletg i$vestiniy rodikliy, atspindinciy vieng ar kitg
organizmo veiklos aspektg. Pavyzdziui, tiriant individo nusiskundimus, zi-
noma, kad vieni jy susije su Sirdies—kraujagysliy sistemos bukle, kiti — su
nervy sistemos bukle ir t. t. Tarp rodikliy, nusakanciy tg pacig organizmo
patologija, pavyzdziui, $irdies veiklos nepakankamuma (Kilip klasé, issta-
mimo frakcija ir pan.) stebimas statistinis rysys. Kiekybiniy rodikliy atveju
tai - reik§minga koreliacija, tvarkos kintamyjy atveju — reik§mingas kon-
tingencijos koeficientas. Vienas statistiniy metody, skirty paaiskinti $j rysio
buvima, yra faktoriné analizé.

Faktorinés analizés idéja — kintamuyjy reik$mes sglygoja keli nestebimi (la-
tentiniai) faktoriai, atspindintys tam tikrg organizmo veiklos aspekta. Ne-
stebimy faktoriy buvimas paaiskina statistinj rysj tarp kintamuyjy.
Faktoriné analizé padeda:

« nustatyti $iy nestebimy faktoriy skaiciy;

o faktorius paaiskinti ir interpretuoti;

o jvertinti individo faktoriy reik§mes.

Duomenims analizuoti naudojami jvairas faktorinés analizés metodai. Pa-
teiksime ortogonaliy faktoriy tikimybinj modelj.

Sakykime, XV, X® ... X - kiekybiniai kintamieji, turintys bendra daugia-
matj normalyjj skirstinj. Kintamieji XV, X® ... X® yra koreliuoti. Vienas
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metody, paaiskinantiy $ias koreliacijas, yra prielaida, kad kintamojo X%,
j=1...p, reik$me salygoja keli nestebimi, nekoreliuoti, vienetines dispersijas
turintys faktoriai f;, f,, .., f, g < p. StruktiriSkai §j modelj galima iSreiksti
taip:

XW =) fy + cppfy + o+ 01 f, +egs
X(Z) = CZLf1 + szfz + ...+ Czq’fq +62; (16.1)

arba matricos pavidalu: X = CF + E;

¢ia fy, f, ... f, — nestebimi (latentiniai) faktoriai, e;, e, ... e, — nepriklausomi
normalieji ats. d., ¢; — faktoriy svoriai, X, F, E - kintamyjy X®, faktoriy f; ir e;
vektorius-stulpelis, C — pxq svoriy matrica. Siame faktorinés analizés mode-
lyje daroma prielaida, kad ats. d. f; ... f, nekoreliuoti, turi lygius 0 vidurkius

ir vienetines dispersijas; ¢; ir f; taip pat nekoreliuoti.
Remiantis $iuo X struktiriniu modeliu, vektoriaus (XV), X®@ ... X)) kova-
riacijy matricos V' = (v;) elementai taip isreiSkiami faktoriy svoriais:

Vi = CyC;

. . 2 2 2
i 1t Colp o F Ciglip 1 # o vy =CtCy +ot ey +T5 (16.2)

i=1,2..p;ciaT - e dispersija. Matome, kad $iame faktorinés analizés mo-
delyje ats. d. X dispersija v, i$skaidyta j dvi dalis:

2

«  dalj, salygota nestebimy faktoriy fi, fo, ... f; = h} = cizl + Cizz +.+ c;;

o dalj, salygota atsitiktinio kitimo ;.

Dydis hiz vadinamas kintamojo X bendrumu (communality), dydis 7; -
specifiskumu (specific variance). Matrica, kurios diagonaliniai elementai yra
h’,i=1,2..n, o likusieji - kovariacijy matricos V elementai, vadinama
redukuota kovariacijy matrica. Pagal 7; reikSmes sprendziama, ar isskirtas
pakankamas faktoriy kiekis ir ar korektiskai jvertinti faktoriy svoriai.

Sistema (16.2) turi be galo daug sprendiniy, kai g > (p - 1)/2.Jeig=(p - 1)/2,
sistema (16.2) turi vienintelj sprendinj. Jei g < (p - 1)/2, (16.2) sistema gali
sprendiniy ir neturéti, nes joje lyg¢iy yra daugiau nei nezinomuyjy (lygéiy
p(p +1)/2, nezinomuyjy - (q + 1)p: nezinoma g x p faktoriy svoriy ir p ats. d.
e; dispersijy).

ISraiSkoje (16.1) faktoriai f;, f, ... f; néra vieninteliai. Sakykime, Q - bet kuri
qxq ortogonali matrica. Tuomet (16.1) iSraiska pertvarkius matricos pavi-
dalu, turime:

X=CF+E=CQQ'F+E=(CQ)(Q'F)+ E=CF +E,
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¢ia C - nauja svoriy matrica, F' - naujas faktoriy vektorius. Matrica C" ten-
kina (16.2) lyg¢iy sistema, nes C'CT = CQQ'C" = CCT. Transformacija F' =
Q'F vadinama faktoriy pasukimu. Dviejy faktoriy atveju pasukamos koor-
dinaciy asys plokstumoje:

fl* =quf + G
o = qufi + @

Faktorinei analizei naudotinus duomenis rekomenduojama standartizuo-
ti - vietoj x\” naudoti 2P =Y -x) /s ;- Tuomet faktoriy svoriams
vertinti naudojama X, X® ... X®) koreliacijy matrica.

Duomenims apdoroti taikant faktorine analize, skiriami $ie analizés etapai:

1. Tikrinama, ar duomenys tinka faktorinei analizei.
2. Parenkamas faktoriy skaicius.

3. Nustatomi pradiniai faktoriy svoriai.

4. Faktoriai pasukami.

5. Faktoriai interpretuojami.

6. Skai¢iuojamos faktoriy reik§més.

Faktoriné analizé atliekama statistiniu paketu, dazniausiai STATISTICA ar
SPSS. Aptarsime statistikos metodus, naudojamus atskirais faktorinés ana-
lizés etapais.

1. Taikant faktorine analize biitina, kad duomenys biity koreliuoti. Duomeny
tinkamumas vertinamas Kaizerio-Mejerio—Olkino (Kaiser-Meyer-Olkin)
(KMO) matu, iSreiskiamu per X ir X0 koreliacijas. Jei KMO > 0,8, fak-
toriné analizé tinka gerai; jei 0,6 < KMO < 0,8 - tinka pakankamai; jei
KMO < 0,6 - faktorinés analizés geriau netaikyti.

2. Faktoriy skai¢ius parenkamas pagal duomeny pobudj arba faktoriy ima-
ma tiek, kiek koreliacijos tikriniy skai¢iy virsija 1. Faktoriy skaic¢iui nustatyti
taip pat naudojama tikétinumy santykio statistika ([3]).

3. Pradiniam faktoriy svoriy vertinimui daZniausiai naudojamas pagrin-
diniy komponenciy metodas — pradiniais faktoriais laikomos atitinkamai
normuotos pirmosios pagrindinés komponentés. Statistiniuose paketuose
nurodomi ir kiti pradiniai svoriy vertinimo metodai.

4. Siuo etapu atliekant ortogonalig transformacija (pasukant koordinaciy
asis) randamas faktoriy svoriy variantas, geriausiai tinkantis jiems interpre-
tuoti. Tai daryti bus lengviau, jei dalis prie kiekvieno faktoriaus esanciy svo-
riy reik§miy bus artimos 0, dalis — absoliu¢iu dydziu artimos 1 (16.4 pav.)
Populiariausias koordinaciy pasukimo metodas - VARIMAX. Jo esmé —
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koordinaciy asys sukamos taip, kad svoriy kvadraty suma prie kiekvieno
faktoriaus buty didziausia.

1_
*
*
¢ 0,8
*
*
* 0,6
LS
o/ o
°*
0,4
0,2
I T T T T 0 T T T T 1
-1 -0,8 -0,6 -0,4 -02 0 02 04 06 08 1

16.4 pav. Koordinaciy asiy pasukimas

5. Faktoriai interpretuojami taip: perzitrimi svoriai c;, ¢y; ... ¢, esantys prie
kiekvieno faktoriaus. j-tasis faktorius laikomas susijusiu su tais kintamai-
siais, prie kuriy jo svoriai c; absoliu¢iu dydziu virsija 0,4 (kartais 0,6). Fakto-
riy interpretacija gana subjektyvi.

6. Faktoriy reiksmés vertinamos regresiniais metodais.

Faktoriné analizé buvo pladiai taikyta tiriant Persy jlankos karo, vykusio
1991 m., dalyviy nusiskundimus [1, 4, 7]. Pavyzdziui, [7] analizuojant nu-
siskundimus (atsakymus j 19 klausimy), i§skirti 3 faktoriai: kognityvinis-
psichologinis, jutimy suvokimo sutrikimy (disestezijos) ir vestibuliariniy
sutrikimy. Pirmo faktoriaus svoriai, vir$ijantys 0,6, buvo prie kintamuyjy,
apibadinanciy nusiskundimus: keistas spindéjimas, depresija, sunkumas
susikaupti, nuovargis, nuotaiky kaita, atminties sutrikimai. Sie nusiskun-
dimai - psichologinio pobudzio, todél pirmas faktorius ir pavadintas ko-
gnityviniu-psichologiniu. Antro faktoriaus svoriai, vir$ijantys 0,6, buvo
prie kintamyjy, nurodanciy nusiskundimg sustingimu ir spengimu ausyse;
$is faktorius pavadintas disestezijos faktoriumi. Trecio faktoriaus svoriai,
vir$ijantys 0,6, buvo prie nusiskundimy galvos svaigimu ir pusiausvyros
sutrikimu. Todél $is faktorius pavadintas vestibuliariniy sutrikimy fakto-
riumi.
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16.3. Atitikimy analizé

Atitikimy analizé (correspondence analysis) skirta grafiSkai pateikti porine
dazniy lentele, jvedus keleta atitikties tarp eiluciy ir stulpeliy maty. Saky-
kime, porine dazniy lentele pateikta rakymo priklausomybé nuo uzimamy
pareigy (16.2 lentelé) ([9]).

16.2 lentelé. Ruikymo priklausomybé nuo uZimamy pareigy

Pareigos Rikymo kategorijos IS viso
Nerttko | Riko retai | Riako vidutini$kai | Riko daznai
Vyr. specialistas 4 2 3 2 11
Jaun. specialistas 4 3 7 4 18
Vyr. tarnautojas 25 10 12 4 51
Jaun. tarnautojas 18 24 33 13 58
Sekretoré 10 6 7 2 25
I8 viso 61 45 62 25 193

Remiantis surinktais duomenimis, norima jvertinti, kaip skiriasi vienas ar
kitas pareigas uzimanciy darbuotojy rikymas. 16.2 lenteléje rakymas pa-
teiktas 4 matavimy kintamuoju. Jei jvairiy pareigybiy keturmatj ritkymo
vektoriy transformuotume j dvimatj ar trimatj vektoriy, atskiry pareigy-
biy i$sidéstyma rikymo atzvilgiu galétume pateikti plokstumoje ar erdvéje.
Gautg grafikg buty galima atitinkamai interpretuoti.

Rysio tarp eiludiy ir stulpeliy reik$miy alternatyvus matas - y* kriterijaus
statistikos i§skaidymas (y* decomposition). 7.3 skyriuje rysys tarp dviejy ko-
kybiniy rodikliy nustatomas statistika

(n, —E;)’
211211}1 ;

ﬁ

¢ia r ir ¢ — atitinkamai kintamojo X ir Y reik§miy skaicius, n; - individy,
turinc¢iy kintamojo X i-tgja ir kintamojo Y j-taja reikSme, ska1c1us, E; -
tikétini dazniai porinéje dazniy lenteléje. E; skaiCiuojami: E; = n;,n,;/n; ¢ia
n;, — skaicius individy, turin¢iy kintamojo X i-tajg reikSme, n,; - skaicius
individy, turin¢iy kintamojo Y j-taja reik§me, n — individy skai¢ius porinéje
dazniy lenteléje. Jei X ir Y yra nepriklausomi, tada y* statistika turi asimpto-
tinj x? skirstinj su (r - 1)(c - 1) laisvés laipsniy.

A’ statistikos skaidymas - tai rxc matricos C su elementais

1/2
c; =, —E;) E;
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sudarymas. Pazymékime: R — matricos C rangas; R < min((r - 1), (¢ - 1));
A=A, > ... = Mg - matricos CCT tikriniai skai¢iai, i3déstyti mazéjimo tvarka.
Pagal veiksmy su matricomis taisykles,

tH(CCTY = Ay + Ay +oect hp = Z;IZj_:lcif. =2

Daugelyje realiy duomeny pirmyjy dviejy tikriniy skai¢iy suma A, + A, ne-
daug skiriasi nuo x. Tokiu atveju pagrindiné informacija apie kintamyjy X
ir Y ry$j yra matricos CCT ir CTC tikriniuose vektoriuose, atitinkan¢iuose du
didZiausius tikrinius skai¢ius A, ir A,. Pazymékime y, ir y, - matricos CC”, o
9, ir 8, - atitinkamai matricos CTC pirmieji tikriniai vektoriai. Vektoriai 8, ir
§, atspindi Y (stulpeliy) kitima, y, ir p, — vektoriaus X (eiluciy) kitimg.

Norint grafi$kai pateikti matricos eilutes, skai¢iuojamas koordinaciy vek-
torius:

re=A" Ny o k=1,2

¢ia A - diagonaliné rxr matrica su diagonaliniais elementais #;,,. i-tgjg mat-
ricos eilute (kintamojo X i-tgjg reik§me) koordinadiy plokstumoje atitinka
taskas (r;, 1,;). Analogi$kai - norint grafiskai pateikti matricos stulpelius,
skai¢iuojamos koordinatés:

=B NS L k=1,2

¢ia B — diagonaliné cxc matrica su diagonaliniais elementais 7,;. j-tajj matri-
cos stulpelj (kintamojo Y j-taja reiksme) koordinaciy plok§tumoje vaizduoja
taskas (s;, 5,).

16.3 lenteléje pateikti matricos CCT, sudarytos pagal rikymo priklausomybés
nuo uzimamy pareigy duomenis (16.2 lentelé), tikriniai skaiciai (y* = 16,44).

16.3 lentelé. Porinés dazniy lentelés, sudarytos pagal riikymo priklausomybés nuo
uzimamy pareigy duomenis, tikriniai skaiciai (> = 16,44)

Nr. Tikrinis skaic¢ius A X procentas Suminis x? procentas
1. 14,43 87,76 87,76

2. 1,93 11,75 99,51

3. 0,08 0,49 100,00

Vektoriai r, ir r,, apskaiciuoti pagal 16.2 lentelés duomenis, lygas:

r, = (-0,066; 0,259; -0,381; 0,233; -0,201) ir r, = (0,194; 0,243; 0,011;
~0,058; -0,079).
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Ivairiy pareigybiy darbuotojy i$sidéstymas rikymo atzvilgiu pateiktas
16.5 pav. Vyriausiyjy specialisty rakymg atitinka taskas (-0,066; 0,194), jau-
nesniyjy specialisty — (0,259; 0,243) ir t. t.

037 Jaun. specialistas
Vyr. specialistas
0,2 7 [ )
0,1
iy Vyr. tarnautojas
0 [ ]
Sekretoré Jaun. tarnautojas
PY [ J

-0,1
-0,2 T T T T 1

-0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4

I

16.5 pav. [vairiy pareigybiy darbuotojy issidéstymas ritkymo atzvilgiu

16.4. Kanoniné koreliacija

Daugiamacius duomenis pagal jy prigimtj daznai galima dalyti j dvi grupes.
Kanoniné koreliacija skirta ry$iui tarp $iy kintamyjy grupiy vertinti.

Pateiksime pavyzdj, kaip taikoma kanoniné koreliacija [5, 10 skyrius].
Tirtas drugeliy Euphydryas editha populiacijy, gyvenanciy Kalifornijos
ir Oregono (JAV) valstijose, 4 geny pasiskirstymas. 16 kolonijy fiksuoti
$ie klimato rodikliai: aukstis vir$ jaros lygio, metinis krituliy kiekis, me-
tiné maksimali ir minimali temperataira. Nustatytas kiekvienos kolonijos
4 geny daznis procentais. Noréta jvertinti rysj tarp klimato rodikliy ir geny
pasiskirstymo.

Kanoniné koreliacija yra daugialypés regresijos apibendrinimas. Daugialy-
péje regresijoje ieSkoma faktoriy XV, X® ... X®) tiesinés kombinacijos, kuri
stipriausiai koreliuoty su atsaku Y. Kanoninés koreliacinés analizés tikslas -
nustatyti kuo glaudesnj ry$j tarp dviejy kintamuyjy grupiy tiesiniy funkcijy.
Sakykime, dvi kintamuyjy grupeés XV, X® ... X® ir YW, Y@ . Y@ apibudina
skirtingos prigimties duomenis, be to, X ir Y skirstiniai yra daugiamaciai
normalieji. Kanoninés koreliacinés analizés tikslas — nustatyti kanoninius
kintamuosius:
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U =ap, XY +a,X@ + o+ a, X0,

ir

Vi=b, YV +b,YP + .+ b, Y9,

V,=b, YV +b,Y? + . +b,Y;

&a r = min(p, q). Sie kanoniniai kintamieji sudaromi taip, kad koreliacija
tarp U, ir V| baty didziausia, koreliacija tarp U, ir V, buty antra pagal dydj,
be to, U, ir V, nekorelivoty su U, ir V}, ir t. t.

Kanoninei koreliacijai praktiskai taikyti reikalingi dydziai U, ir V|,
t. y. reikalingi svoriai a,; ... a,, ir by; ... by, Pazymékime A - vekto-
riaus (X, X@ ... X®) koreliacijy matrica, B - (Y, Y@ ... Y?) korelia-
cijy matrica, C — pxq matrica, susidedanti i§ koreliacijos koeficienty tarp
(XD, X@ . XP) ir (YD, YP ... Y@). Svoriai ay, ... ay, ir by, ... b;, nustatomi
taip: skai¢iuojamas matricos B"'CTA~!C didZiausias tikrinis skaicius, jj ati-
tinkantis tikrinis vektorius b bei vektorius @ = A~'Cb. Tuomet vektoriaus

a ir b koordinatés ir bus koeficientai ay; ... aj, ir by; ... by,

Pateiksime kanoninius kintamuosius, skirtus rysiui tarp drugeliy Euphydryas
editha genotipo ir populiacijos klimato rodikliy vertinti. Pazymékime X -
aukstj vir§ jaros lygio, X® - metinj krituliy kiekj, X® ir X -~ maksima-
lig ir minimalig metine temperatirg, YV - nuo 0,4 iki 0,6 mobilumo geny
daznj, Y® - 0,8 mobilumo geny daznj, Y® - 1,00 mobilumo geny daznj,
Y® — 1,16 mobilumo geny daznj. Didziausias tikrinis skai¢ius lygus 0,0743,
kanoniniai dydziai lygas:

U, = -0,09X1 - 0,29X® + 0,48X® + 0,29X9; V, = 0,54YD + 0,42Y? —
0,1Y® +0,82Y®.

Koreliacijos koeficientas tarp U, ir V, lygus 0,862.

U, teigiamai koreliuoja su X® ir X (r = 0,9 ir 0,92) ir neigiamai su X ir
X@ (r=-0,92 ir -0,77). Todél U, galima interpretuoti kaip aukstos tempe-
ratiiros ir zemo aukscio vir$ juros lygio bei nedidelio krituliy kiekio mata.
V, koreliacija su YV lygi 0,38, su Y - 0,74, su Y - -0,96 ir su Y® - 0,49.
Taigi V; ai$kiai rodo 1,00 mobilumo geno stokg. U, ir V; rysj galima inter-
pretuoti taip: populiacijoje, kurios aplinkoje vyrauja didelis skirtumas tarp
temperatiiros ir aukscio virs jaros lygio, stebimas mazas 1,00 mobilumo geno
daznis. Populiacijos, kuri gyvena auk$tesniame lygyje virs jaros ir zemesnéje
aplinkos temperatiiroje, stebimas didesnis 1,00 mobilumo geny daznis.
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Lenteles

1 lentelé. Standartinio normaliojo skirstinio a lygmens kvantiliai z_

a z, |« |z, | a |z a z, a z, a z,
0,61 | 0,279 | 0,72 | 0,583 | 0,83 | 0,954 | 0,94 | 1,555 0,978 | 2,014 | 0,989 | 2,290
0,62 | 0,305 | 0,73 | 0,613 | 0,84 | 0,994 | 0,95 | 1,645 0,979 | 2,034 | 0,990 | 2,326
0,63 | 0,332 | 0,74 0,643 0,85 1,036 | 0,96 | 1,751 | 0,980 | 2,054 | 0,991 | 2,366
0,64 | 0,358 | 0,75 | 0,674 | 0,86 | 1,080 | 0,97 | 1,881 0,981 | 2,075 | 0,992 | 2,409
0,65 | 0,385 | 0,76 | 0,706 | 0,87 | 1,126 | 0,971 | 1,896 | 0,982 | 2,097 | 0,993 | 2,457
0,66 | 0,412 | 0,77 0,739 | 0,88 | 1,175 | 0,972 | 1,911 | 0,983 | 2,120 | 0,994 | 2,512
0,67 | 0,440 | 0,78 0,772 | 0,89 | 1,227 | 0,973 | 1,927 | 0,984 | 2,144 | 0,995 | 2,576
0,68 | 0,468 | 0,79 | 0,806 | 0,90 | 1,282 | 0,974 | 1,943 0,985 | 2,170 | 0,996 | 2,652
0,69 | 0,496 | 0,80 0,842 0,91 | 1,341 | 0,975 | 1,960 | 0,986 | 2,197 | 0,997 | 2,748
0,70 | 0,524 | 0,81 0,878 | 0,92 | 1,405 | 0,976 | 1,977 | 0,987 | 2,226 | 0,998 | 2,878
0,71 | 0,553 | 0,82 | 0,915 | 0,93 | 1,476 | 0,977 | 1,995 0,988 | 2,257 | 0,999 | 3,090

2 lentele. y* skirstinio o lygmens kvantiliai y° (n)

n\a 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99
1 0,0002 0,0010 0,0039 3,841 5,024 6,635
2 0,0201 0,0506 0,1026 5,991 7,378 9,210
3 0,115 0,216 0,352 7,815 9,348 11,345
4 0,297 0,484 0,711 9,488 11,143 13,277
5 0,554 0,831 1,145 11,070 12,832 15,086
6 0,872 1,237 1,635 12,592 14,449 16,812
7 1,239 1,690 2,167 14,067 16,013 18,475
8 1,647 2,180 2,733 15,507 17,535 20,090
9 2,088 2,700 3,325 16,919 19,023 21,666
10 2,558 3,247 3,940 18,307 20,483 23,209
11 3,053 3,816 4,575 19,675 21,920 24,725
12 3,571 4,404 5,226 21,026 23,337 26,217
13 4,107 5,009 5,892 22,362 24,736 27,688
14 4,660 5,629 6,571 23,685 26,119 29,141
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n\a 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99
15 5,229 6,262 7,261 24,996 27,488 30,578
16 5,812 6,908 7,962 26,296 28,845 32,000
17 6,408 7,564 8,672 27,587 30,191 33,409
18 7,015 8,231 9,390 28,869 31,526 34,805
19 7,633 8,907 10,117 30,144 32,852 36,191
20 8,260 9,591 10,851 31,410 34,170 37,566
25 11,524 13,120 14,611 37,652 40,646 44,314
30 14,953 16,791 18,493 43,773 46,979 50,892
40 22,164 24,433 26,509 55,758 59,342 63,691
50 29,707 32,357 34,764 67,505 71,420 76,154
60 37,485 40,482 43,188 79,082 83,298 88,379
80 53,540 57,153 60,391 101,879 106,629 112,329
100 70,065 74,222 77,929 124,342 129,561 135,807
3 lentelé. Stjudento skirstinio o lygmens kvantiliai t (n)
n\a 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
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n\a 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704
60 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660
120 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617
© 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576

4 lentelé. Fiserio skirstinio 0,95 lygmens kvantiliai

n\m| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20

—

161,5 [199,50|215,71|224,58|230,16/233,99|236,77|238,88 240,54 241,88 246 | 248

18,51 | 19,00 | 19,16 | 19,25 | 19,30 | 19,33 | 19,35 | 19,37 | 19,38 | 19,40 | 19,43 | 19,45

10,13 | 9,552 | 9,277 | 9,117 | 9,013 | 8,941 | 8,887 | 8,845 8,812 | 8,785 | 8,703 | 8,660

7,709 | 6,944 | 6,591 | 6,388 | 6,256 | 6,163 | 6,094 | 6,041 | 5,999 | 5,964 | 5,858 | 5,803

6,608 | 5,786 | 5,409 | 5,192 | 5,050 | 4,950 | 4,876 | 4,818 | 4,772 | 4,735 | 4,619 | 4,558

5,987 | 5,143 | 4,757 | 4,534 | 4,387 | 4,284 | 4,207 | 4,147 | 4,099 | 4,060 | 3,938 | 3,874

5,591 | 4,737 | 4,347 | 4,120 | 3,972 | 3,866 | 3,787 | 3,726 | 3,677 | 3,637 | 3,511 | 3,445

5,318 | 4,459 | 4,066 | 3,838 | 3,688 | 3,581 | 3,500 | 3,438 | 3,388 | 3,347 | 3,218 | 3,150

O |0 | N || | W N

5,117 | 4,256 | 3,863 | 3,633 | 3,482 | 3,374 | 3,293 | 3,230 | 3,179 | 3,137 | 3,006 | 2,936

—_
[=]

4,965 | 4,103 | 3,708 | 3,478 | 3,326 | 3,217 | 3,135 | 3,072 | 3,020 2,978 | 2,845 | 2,774

—_
—_

4,844 | 3,982 | 3,587 | 3,357 | 3,204 | 3,095 | 3,012 | 2,948 | 2,896 | 2,854 | 2,719 | 2,646

—
[\

4,747 | 3,885 | 3,490 | 3,259 | 3,106 | 2,996 | 2,913 | 2,849 | 2,796 | 2,753 | 2,617 | 2,544

—_
W

4,667 | 3,806 | 3,411 | 3,179 | 3,025 | 2,915 | 2,832 | 2,767 | 2,714 | 2,671 | 2,533 | 2,459

—
~

4,600 | 3,739 | 3,344 | 3,112 | 2,958 | 2,848 | 2,764 | 2,699 | 2,646 | 2,602 | 2,463 | 2,388

—_
w

4,543 | 3,682 | 3,287 | 3,056 | 2,901 | 2,790 | 2,707 | 2,641 | 2,588 | 2,544 | 2,403 | 2,328
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n\m

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

15

20

16

4,494

3,634

3,239

3,007

2,852

2,741

2,657

2,591

2,538

2,494

2,352

2,276

17

4,451

3,592

3,197

2,965

2,810

2,699

2,614

2,548

2,494

2,450

2,308

2,230

18

4,414

3,555

3,160

2,928

2,773

2,661

2,577

2,510

2,456

2,412

2,269

2,191

19

14,38

3,522

3,127

2,895

2,740

2,628

2,544

2,477

2,423

2,378

2,234

2,155

20

14,35

3,493

3,098

2,866

2,711

2,599

2,514

2,447

2,393

2,348

2,203

2,124

30

4,171

3,316

2,922

2,690

2,534

2,421

2,334

2,266

2,211

2,165

2,015

1,932

40

4,085

3,232

2,839

2,606

2,449

2,336

2,249

2,180

2,124

2,077

1,924

1,839

60

4,001

3,150

2,758

2,525

2,368

2,254

2,167

2,097

2,040

1,993

1,836

1,748

5 lentelé. Vilkoksono kriterijaus statistikos o lygio kvantiliai (t(a, n) + t(1 - a,
n)=nn+1)/2)

n\a 0,025 0,05 0,95 0,975

5 0 15

6 0 2 19 21
7 2 3 25 26
8 3 5 31 33
9 5 8 37 40
10 8 10 45 47
11 10 13 53 56
12 13 17 61 65
13 17 21 70 74
14 21 25 80 84
15 25 30 90 95

6 lentelé. Binominio skirstinio su p = 0,5  lygio kvantiliai (B(a, n) + B(1 - o, n) = n)

n\a 0,025 0,05 0,95 0,975

5 1 4

6 1 1 5 5
7 1 1 5 6
8 1 2 6 7
9 2 2 6 7
10 2 2 7 8
11 2 3 8 9
12 3 3 9 9
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n\a 0,025 0,05 0,95 0,975
13 3 4 9 10
14 3 4 10 11
15 4 4 11 11
16 4 5 11 12
17 5 5 12 12
18 5 6 12 13
19 5 6 13 13
20 6 6 14 14
21 6 7 14 15
22 6 7 15 16
23 7 8 15 16
24 7 8 16 17
25 8 8 17 17
26 8 9 17 18
27 8 9 18 19
28 9 10 18 19
29 9 10 19 20
30 10 11 19 20

7 lentelé. U kriterijaus statistikos U skirstinio 0,05 lygio kvantiliai w(0,05, n, m);
w(0,95, n, m) = nxm - w(0,05, n, m)

n\m 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2 0 0 0 1 1 1 1 2
3 0 0 1 2 2 3 3 4 5 5
4 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 0 1 2 4 5 6 8 9 11 12 13
6 0 2 3 5 7 8 10 12 14 16 17
7 0 2 4 6 8 11 13 15 17 19 21
8 1 3 5 8 10 13 15 18 20 23 26
9 1 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
10 1 4 7 11 14 17 20 24 27 31 34
11 1 5 8 12 16 19 23 27 31 34 38
12 2 5 9 13 17 21 26 30 34 38 42
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8 lentelé. Pirsono koreliacijos koeficiento tikslaus skirstinio kvantiliai.
Tikslus skirstinys yra simetriskas, todél jo kvantiliams teisinga: x = -x,_.
n Lygis n Lygis
0,95 0,975 - 0,95 0,975
3 0,988 0,997 12 0,497 0,576
4 0,900 0,950 13 0,476 0,553
5 0,805 0,878 14 0,457 0,532
6 0,729 0,811 15 0,441 0,514
7 0,669 0,754 16 0,426 0,497
8 0,621 0,707 17 0,412 0,482
9 0,582 0,666 18 0,400 0,468
10 0,549 0,632 19 0,389 0,456
11 0,521 0,602 20 0,378 0,444

9 lentelé. Spirmeno koeficiento statistikos S tikslaus skirstinio S kvantiliai.
0,025 ir 0,05 lygio kvantiliai gaunami atémus atitinkamai 0,975 ir 0,95 lygio
kvantiliy reik$mes i§ n(n® - 1)/3

n Lygis n Lygis

- 0,95 0,975 - 0,95 0,975
4 18 - 8 132 138
5 36 38 9 188 196
6 62 64 10 248 268
7 94 98 - - -

10 lentelé. Kendalo koeficiento statistikos K tikslaus skirstinio K kvantiliai.
0,025 ir 0,05 lygio kvantiliai lygiis atitinkamai 0,975 ir 0,95 lygio kvantiliy

reikSméms su minuso Zenklu, nes K skirstinys simetriskas

n Lygis n Lygis

- 0,95 0,975 - 0,95 0,975
4 4 - 8 14 18
5 10 9 16 18
6 9 11 10 19 19
7 11 13 - - -
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Dalykiné rodykle

alternatyva 94

analizé
atitikimy 331
diskriminantiné 312
dispersiné 235

vienfaktoré 236
dvifaktoré 247

faktoriné 327
koreliaciné 167
kovarianciné 250
pagrindiniy komponenciy 323
regresiné 184

atmetimo sritis 96, 108

atsitiktinis dydis 46
daugiamatis 64
diskretusis 47,64
tolydusis 48, 66

atsitiktinis jvykis 40

atsitiktinio dydzio tankis 48

atsitiktinis vektorius 64, 308

Bajeso formulé 44, 45
metodas 79

cenzliravimas 256

daugybiniai vidurkiy palyginimai 240
diagrama

skaidos 34

stac¢iakampé 25
didZiausio tikétinumo metodas 78, 220
didziyjy skai¢iy désnis 62, 63
dispersija

atsitiktinio dydzio 51

imties 28

eksponentiniy skirstiniy $eima 61

funkcija
eksponentiné 206
igyvenamumo 257
logistiné 206
rizikos 258
splain 209
tiesiné 190

hipotezé
alternatyvi 94
nuliné 94
statistiné 92, 93
suderinamumo 123
histograma 24, 25

interkvartilinis plotis 29
igyvenamumas 232
isskirtis 30, 31

jautrumas 292

kanoniné koreliacija 333
Kaplano—-Mejerio kreivé 259, 260
kintamasis 17
daugiamatis 18, 19
dvinaris 17
eiliSkumo 18
kiekybinis 16, 24
kokybinis 16, 22
nominalusis 17
tvarkos 18
kriterijaus statistika 96
kriterijus
Akaike informacijos 203
Bajeso informacijos 203
Bartleto 244
F 116,239
Hosmerio-LemeSou 232
Hotelingo 310
Kruskalio-Voliso 132
Kolmogorovo—Smirnovo 126, 130
logranginis 263, 267
LSD 241
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