STATISTIKA FILOLOGAMS
8 paskaita

Tolydieji teoriniai pasiskirstymai:

1. Tolydziyjy atsitiktiniy dydziy specifika

A. Tolydzios prigimties pirminiy (empiriniy) atsitiktiniy dydziy, su kuriais tiesiogiai susidurty kalbininkas tyrinétojas, néra
daug, ir absoliuti didziuma jy (pvz., garso trukmé, pagr. tono ir formanciy dazniai, spektriniai tankiai ir t.t.) yra vienaip ar
kitaip susije su eksperimentiniais kalbos signalo tyrimais, o tekstometriniuose ir anketiniuose tyrimuose beveik istisai
susiduriama tik su diskre€iaisiais pirminiais atsitiktiniais dydziais. TaCiau visiems, kas tik imasi statistinio duomeny
aprasymo, o tuo labiau — sudétingesniy statistiniy procediry, tenka susidurti su ,,antriniais“, t.y. i§vestiniais, apskai¢iavimy
bidu gaunamais tolydziaisiais atsitiktiniais dydziais. Tad verstis be §ios atsitiktiniy dydziy atmainos — nejmanoma.

B. Svarbiausios tolydziyjy atsitiktiniy dydZiy ypatybés yra Sios:

« reik§miy, kurias gali igyti tolydieji atsitiktiniai dydziai, yra begaliné (matematine prasme) daugybé, kitaip sakant, ir
pati jy aibé yra nebaigtiné, i§ principo nesuskaiciuojama

« dél to ju igyjamy reikSmiy negalima tiksliai iSreiksti baigtiniais skaiCiais

« tikimybé, kad toks atsitiktinis dydis igis kokia konkrecia tiksliq reik§mg, darosi nuliné, nes ,,tikimybés vieneta™
prisieina i$dalinti (negu ir ne po lygiai!) begalinei daugybei tokiy galimy reikSmiy

C. Dél siy ypatybiy tolydziyjy atsitiktiniy dydziy pasiskirstymy neiseina apibudinti taip, kaip diskre¢iyju — i§vardinant visas
galimas ju reikSmes bei nurodant kiekvienos i$ ty reik§miy tikimybes. Todél prisieina verstis mums jau iprasta
universalesne — tiek diskretiesiems, tiek ir tolydiesiems pasiskirstymams tinkancia — charakteristika — pasiskirstymo
funkcija [F(x)] bei tenka isivesti nauja, tik tolydziuyjy dydziy pasiskirstymus apibiidinancia charakteristika — tikimybés tankj
[f(x)]. Pabréztina, kad, jeigu diskreciujy atsitiktiniy dydziy atveju pasiskirstymo funkcijos F(x) svarba yra palyginti
nedidelé, kaip ir antraeilé, tai tolydziuju — ji nepaprastai reikSminga.

D. Tikimybés tankio bei tolydaus atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcijos supratimui bei normaliam paaiskinimui reikia
truputélio aukstosios matematikos ziniy, tiksliau — Siek tiek ziniy i§ vieno aukstosios matematikos kurso — i§ matematinés
analizés, kuri yra susijusi su vadinamyjy ,,begaliniy mazybiy‘ arba riby sfera ir su diferencialiniu bei integraliniu
skai¢iavimu. Beje, matematinés analizés pradmenys turéty biiti praeinami ir vidurinéje mokykloje.

2. Tikimybés tankio supratimas

* Galima kalbéti ne apie tikimybg, kad tolydusis atisiktinis dydis jgaus kokia nors konkrecCig reik§me, bet — tik apie
tikimybe, kad jis igaus reik§mg i§ kokio nors intervalo. Intervalams galima apskaiciuoti ir ,,tikras* tikimybes
P; - i+ay)» it kumuliatyvines tikimybes, t.y. pasiskirstymo funkcijos F'(; -+a); reikSmes.

* Visa nebaigting (begaling) tolydaus atsitiktinio dydzio galimy reik§miy aibg suskirs¢ius i daug nedideliy intervaly,
nesunku pastebéti, jog tikimybé tam dydziui jgauti reik§mes i§ ju — ne visur vienoda (tolygi): vienoda ji tebtina tik
Siaipjau reto tolygiojo pasiskirstymo atveju.

« Svarbu yra rasti btida, kaip nustatyti tos tikimybés pasikeitimo einant nuo intervalo prie intervalo (tiksliau tariant,
kitimo einant x-sy asimi) mastq (dydi arba ,.greit{*). Daroma taip. Imamas koks nors tolydaus atsitiktinio dydzio x
galimy reik$miy intervalas ir praple¢iamas mazyciu zingsneliu Ax bei zifirima, koks atsirado kumuliatyvinés
tikimybés (pasiskirstymo funkcijos) pokytis AF. IeSkoma ty pokycCiy santykio (AF / Ax) ribos, kai Ax vis labiau
mazinamas, t.y. kai Ax — 0. Ta riba ir bus tikimybeés kitimo mastas (greitis) bei, kartu, tikimybés tankis.

» Matematiniais simboliais ta riba (tikimybés tankj) uzraSytume:
F'=f(x) =lim (AF / Ax), kai Ax - 0

» Matematinéje analizéje riba, prie kurios artéja i§ esmeés tas pats santykis — funkcijos reikSmés pokycio santykis su
argumento reikSmeés pokyciu, kai argumento reik§mes pokytis be galo mazéja, t.y. artéja prie nulio — yra vadinama
(funkcijos) isvestine. O pati funkcija, kurios reik$és pokytis lyginamas su argumento poky¢iu, vadinama pirmykste
funkcija. I$vestiné yra gana ,,iSkalbi* ir duoda daug informacijos apie savaja pirmykste funkcija.

Yra specialios taisyklés, pagal kurias galima rasti reikiamos funkcijos (ji Siuo atveju biina laikoma pirmykste)
iSvesting; tas veiksmas vadinamas diferenciavimu. Ir atvirks¢iai: turima funkcija galima jau i§ karto laikyti esant
i$vestine ir pagal atitinkamas specialias taisykles rasti jai pirmykstg funkcija. Tasai veiksmas vadinamas
integravimu.

Ta prasme su funkcijomis yra panasiai, kaip su suaugusiy Zzmoniy (kurie tuo pat metu biina ir kazkam tévai ir
kazkam vaikai) kartomis: jos gali turéti savo iSvestines, kurioms jos yra pirmykstés funkcijos, ir tuo pat metu jos



gali turéti savas pirmykstes funkcijas, kurioms jos pacios yra iSvestinés. Taip susidaro lyg ir iStisinis funkcijy
kontinuumas, tolydiska jy ,,erdveé®.

« Jei tuos matematinés analizés veiksmus — diferenciavima ir integravima — tekty atlikti patiems, prisieity aiskintis
apie dar viena specifiska ,,dydi“ — diferencialg, ir iSmokti minétasias diferenciavimo bei integravimo taisykles, bet
kalbininkui to dazniausiai né neprisieina paciam daryti, nes praktiskai visy jam riipimy tolydziyjy atsitiktiniy
dydziy tikimybés tankio funkcijos ar/ir pasiskirstymo funkcijos matematinés statistikos ir tikimybiy teorijos
knygose biina pateikiamos ,,gatavos‘: tereikia iSmokti jas atsirinkti ir jomis pasinaudoti. O reikiamus
apskaiciavimus racionaliausia atlikti su atitinkama kompiuterio programine jranga: $iuolaikinés bent kiek
specializuotos programos (kad ir skai¢iuoklé Excel) paprastai Sitiems skaiiavimams turi gatavas programines
funkcijas — tereikia tik i$siaiSkinti ir atitinkamai pateikti joms argumentus.

* Tad matematikos kalba kalbant deréty sakyti, jog tolydaus atsitiktinio dydzio tikimybés tankis yra jo pasiskirstymo
funkcijos isvestiné, o pasiskirstymo funkcija yra tikimybés tankio pirmyksté funkcija. Kitaip tariant, jei zinome toly-
daus atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija, tai jg iSdiferencijave gautume jo tikimybés tanki, o jei zinome tiki-
mybés tankj, tai ji suintegrave gautume tolydaus atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija.

3. Tikimybés tankis ir ,,vaizdinis mastymas*

. Tikriesiems® filologams, kurie, kaip kartais tvirtinama, pasizymj ,,vaizdingu daiktiniu“ mastymu, tikimybés tankio
sampratg galblit galima bty gristi isivaizduojamu kokios nors masés paskirstymu. Pvz., per visa teoriskai
imanomy atsitiktinio dydzio reikSmiy aibg susidarantj tikimybeés dydi, lygu 1 (biitinojo jvykio tikimybe!) leistina
bty isivaizduoti kaip kokios nors masés, tarkime, sviesto gniuzulo, vienetq (kilograma, svara ar pan.). Jeigu
diskreciyjy pasiskirstymy atveju ta ,,sviesta™ deréty vaizduotis iSdalinama po didesni ar mazesni kasneli, po
(paprastai — skirtingo dydzio) gniuzulélj, tenkantj kiekvienai i§ galimy reik$miuy, tai tolydziojo pasiskirstymo
atveju jau reikty isivaizduoti, kad tas sviestas tolydziai iStepamas visame galimy atsitiktinio dydzio reik§miy ruoze
(intervale), tik jo sluoksnio storis (ir tuo paciu— masé, tenkanti to intervalo bet kokioms vienodo ilgio atkarpéléms)
ivairuoja, yra ne pastovi, bet kintama, vienur jo tenka gausiau, kitur gi — skalsiau. Ir svarbu ne tiek pats sluoksnio
storis, kiek jo kitimo staigumas (greitis): jis ir atitikty tankj (sviesto, kokios nors kosés ar tikimybés — néra pagaliau
esminio skirtumo...).

Siame smarkiai suprimityvintame sugretinime slypi ir labai svarbus momentas — viso masés vieneto (kilogramo,
svaro ar pan.) tolydiskas (nors dazniausiai — ne tolygus!) iSdalinimas, ,,iStepimas® po visg teoriSkai imanomy
atsitiktinio dydzio reik8miy ruoza. Lygiai taip pat ir ,.tikrasis* tikimybés vienetas (1) yra ,,isdalinamas‘ —
dazniausiai nevienodu, nepastoviu tankiu — visam galimy reik§miy ,,laukui®, tik vienoms to ,,lauko* zonoms tos
tikimybés paprastai tenka apsciau, o kitoms — Zymiai skyséiau. O kadangi tikimybés tankis dazniausiai
vaizduojamas dvimaciu (plokstuminiu) grafiku, tai ir jprasta yra sakyti, kad plokstumos plotas, susidaras tarp
atsitiktinio dydzio reikSmiy (x-sy) asies ir tankio funkcijos grafiko linijos, atitinka vienetq — butinojo ivykio
tikimybg.

O jei norime suzinoti, kokio yra tikimybé tolydziajam atsitiktiniam dydziui papulti | bet kuria mums partipusia
teoriskai galimy jo reikSmiy atkarpq (intervala), tai turime iSsiaiskinti, kokia ,,tikimybés vieneto®, ,,iStepto” Stai
Situo konkreciu biidu po visa galimy reikSmiy ,,lauka™, dalis tenka butent Siai atkarpai (visiSka 'analogija' su
sviestul..).

Ji yra lygi tankio funkcijos apibréZtiniam integralui toje galimy atsitiktinio dydzio reikSmiy atkarpoje.

4. Dar apie pasiskirstymo funkcija F(x)

Jau minéta, kad pasiskirstymo funkcijos F(x) svarba labiausiai iSryskéja biitent tolydziuosiuose pasiskirtymuose. Be to,
tolydziujy pasiskirstymy ,,teorija“ leidzia pasiskirstymo funkcija F(x) griez¢iau ir tiksliau apibrézti, suteikti jai ,,matematinio®
aiSkumo.

Apibrézimai
Visy teoriniy pasiskirstymy — tiek tolydziyjy, tiek ir diskre¢iyju — atveju pasiskirstymo funkcija F(x) paciu
bendriausiu btidu galima apibrézti kaip sukauptaja arba kumuliatyving tikimybg.

Grieztesnis apibrézimas, iSkeliantis viena i$ iki $iol neakcentuoty aspekty, bty toks: atsitiktinio dydzio x
pasiskirstymo funkcija bet kuriai jo reikSmei (taskui) z i§ galimy reikSmiy aibés yra tikimybé, kad atsitiktinai
paimtas x bus mazesnis uz z; kompaktiskai uzrasius:

F(z)= P(x<2)

Jeigu tolydziojo atsitktinio dydzio atveju §is momentas yra suprantamas savaime, tai turint galvoje diskreciuosius
atsitiktinius dydzius, ji reikty aptarti atskirai. Mat iki Siol braizyti diskreCiyjy atsitiktiniy dydziy pasiskirstymo
funkcijos F(x) grafikai ja perteikdavo gerokai apibendrintai ir todél — ne visai preciziskai: i§ grafiky gali susidaryti
ispudis, kad ji auganti kaip tik ,.tarpuose* tarp reikSmiy. Taip i$ tikryjy néra: tarpuose tarp reikSmiy ji i§ tikro turéty
i8likti pastovi, tokio paties lygio, koki pasieké ties i kairés esancia reikSme. O ties nauja, desiniau esancia diskretaus
atsitiktinio dydzio reikSme pasiskirstymo funkcija turéty tarsi nutrakti ir Suoliu pasokti iki naujojo savo lygio.
Skirtumas tarp jprasto, apibendrinto ir precizisko diskretaus atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcijos F(x) vaizdavimo
turéty buti aiskus i$ $io brézinio (apibendrinta — punktyriné linija, preciziska — istisiné):
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Todél diskreciyjy atsitiktiniy dydziy atveju preciziskai kalbant deréty sakyti, jog ties kiekviena to dydzio jgyjama
reikSme x funkcijos F(x) reik8mé Suoliskai kinta, i§ F(x—1) pavirsta | F(x). Vadinasi, tiksliai lygi, identiska tikimybei
P(x<z) ji i3lieka tik tol, kol be galo artéjama { z, o tiksliai ties padiu tasku z ji virsta P(x<=z). Cia — principiné tolydziuju
ir diskreciyjy atistiktiniy dydziy skirtybe.
Sioje paskaitoje pateikiamas ,,integralinis* apbrézimo biidas reikalauty pasiskirstymo funkcija F(x) diskretiesiems
ir tolydiesiems atsitiktiniams dydziams apibrézti atskirai:

* diskretaus atsitiktinio dydzio pasiskirstymo funkcija F(x) bet kuriai galimai jo reik§mei x yra lygi visy jo
galimy reik§miy nuo jy intervalo pradzios iki x imtinai tikimybiy sumai

* tolydaus atsitiktinio dyzio pasiskirstymo funkcija F(x) bet kuriai jo reikSmei x yra lygi jo tikimybés tankio
apibréitiniam integralui rézyje nuo galimy jo reik§miy intervalo pradzios iki x

Dar paminétina pora specifisky pasiskirstymo funkcijos F(x) ypatumy:
* jos reikSme visada teigiama ir ,,telpa‘“ | intervala [0; 1] (kitaip uzrasius: 0 <= F(x) <= 1)

« didéjant x-ui F(x) reik§mé niekuomet nemazéja: jei x, > xy, tai F(x;) >= F(x;)

5. Pagrindiné informacija apie toldydyjj pasiskirstyma

Kiekvienam — tiek tolydziajam, tiek ir diskreciajam — pasiskirstymui egzistuoja tam tikras informacijos, kuria reikia
zinoti i§ anksto, minimumas. Tai:

» galimy atsitiktinio dydZzio (x) reikSmiy aibé (intervalas)
* konkrecios (pasiskirstymo) parametry reikSmés

Nuo to, kokios pasirenkamos parametry reik§més, priklauso konkreti pasiskirstymo forma (turima galvoje grafinis
pasiskirstymo kreiviy vaizdas). Kartu nuo juy priklauso ir ta konkrety pasiskirstyma apibadinancios (pasiskirstymo)
charakteristikos, i§ kuriy svarbiausios yra:

* (teorinis) vidurkis
* dispersija

Kartais dar nurodomos ir kitos, papildomos pasiskirstymo charakteristikos, bet faktiskai visos jos yra ne kas kita,
kaip pasirinktyjy pasiskirstymo parametry funkcijos, apskai¢iuojamos pagal tam tikras, vieno ar kito pasiskirstymo
»prigimt{“ atitinkancias formules.

6. Pavyzdys: tolygusis pasiskirstymas

Bene paprasciausias tolydZziojo pasiskirstymo atvejis buity vadinamasis tolygusis pasiskirstymas.
Nepainioti savokuy folydusis ir tolygusis pasiskirstymas! Tolydziaisiais vadinami visi pasiskirstymai, kurie modeliuoja
tolydzios prigimties atsitiktiniy dydziy sklaida, todél pasiskirstymo apibtidinimas tolydusis reiskia jo priskyrima $iai
gana stambiai pasiskirstymy grupei (Seimai). O tolygusis yra tik vienas i§ tolydziuju pasiskirstymu, tai — konkretaus
tolydziojo pasiskirstymo atvejo jvardijimas.
Specifiné tolygiojo pasiskirstymo ypatybé biity tokia: pagal ji pasiskirs¢iusio tolydaus atsitiktinio dydzio galimy
reik§miy intervalas (aibé) néra i§ anksto apibréztas ir todél ji galima pasirinkti praktiskai bet kokj; kartu —
pasirinktasis intervalas, tiksliau to intervalo ribos (pazymékime a — apating ir v — virSuting jo ribas) yra ir $io
pasiskirstymo parametrai. Svarbiausia: tikimyb¢ atsitiktiniam dydziui x jgyti bet kuria reik§mg nuo a iki v (kitaip
sakant — papulti { bet kurj to intervalo taska) iSliecka visur vienoda, pastovi, nesikeicianti, tolygi (i§ ¢ia ir
pavadinimas: folygusis pasiskirstymas!). Vaizdziai tariant, ,,tikimybés vienetas“ visy galimy atsitiktinio dydzio
reik§miy ruoze nuo « iki v ¢ia ,,iStepamas‘ vienodo storio sluoksniu. O konkretus to sluoksnio ,,storis* bepriklauso
tik nuo intervalo ilgio, nuo ,,atstumo* tarp v ir a.

Bendru tolygiojo pasiskirstymo atveju tikimybés tankis f{x) ir pasiskirstymo funkcija F(x) apskai¢iuojama taip:



Sy = :
v—a
xX—a

Fo)=——
v—a

Savaime suprantama, jog f{x) tokiu atveju nuo x net nepriklauso: ji visoms x reikSméms vienoda; grafiskai tai bty
horizontali ties¢, kertanti Y-y asj taske 1/(v—a). To tarpu F(x) priklauso nuo x reikSmeés ir tiesiskai kinta nuo 0 (kai
x=a)ikil (kaix=v).

Pagrindinés tolygiai pasiskirséiusio atsitiktinio dydzio charakteristikos yra:

vidurkis —
atv
Xvid, =
2
dispersija —
(v-ay
D=
12

Pavyzdziai
+ 0,01 kHz skiriamosios gebos skaitmeniniu daznumomaciu matuojamas garso pagrindinio tono daznis. Koks yra
susidarancios paklaidos (Hz) vidurkis ir dispersija? Kokia yra tikimybé¢, kad §i paklaida moduliu (absoliutiniu didumu)
nevirsys 3,7 Hz?
Kadangi matavimo prietaiso skiriamoji geba yra 0,01kHz = 10 Hz, tai ,,hercy vienetai iki 5 yra apvalinami ,,j mazesng™
pusg ir maksimali paklaida gali susidaryti -5 (Hz), o vir§ 5 - apvalinami ,,i didesng™ pusg ir maksimali paklaida gali bati
5 (Hz), tad galimy paklaidos reikSmiy intervalas yra nuo -5 iki 5 (kitaip tariant, paklaida svyruoja Siose ribose);
paklaida — tolygiai pasiskirstes atsitiktinis dydis, nes bet kokia ,,hercy vienety* reikSmeé tikétina vienodai. Todél
pakaidos vidurkis buty (-5+5)/2=0 Hz (tai paaiSkinama: besisumuodamos teigiamos ir neigiamos paklaidos viena kita
naikina), o dispersija (5—(-5))2/ 12 :(5+5)2/ 12 =100/12 = 8,333 Hz (taigi, paklaidos vid. kv. nuokrypis tuomet bus
SQRT(8,333)=2,887 Hz).
Reikiama tikimybg apskai¢iuotume jprastu biidu panaudodami pasiskirstymo funkcijos reik§mes uzduotojo intervalo
galuose:

P37 <= paktaida <= 3,7 = F(3,7) — F(-3,7) = 3,7-(-5)/(5-(-5)—(-3,7-(-5))/(5-(-5)) = 8,7/10-1,3/10 =7,4/10 =0,74

Pastaba: iS tolygiojo pasiskirstymo ,,prigimties* iSplaukia, jog tikimybeé, kad $i pasiskirstyma turintis
atsitiktinis dydis jgaus reikSmes i intervalo nuo f'iki g (kai f>=a, g<=v ir f<g!) yra lygi:
g-f
Plpexe=g) =
v—a

Tad pagal ja ana tikimybg biity galima skaiciuoti i§ karto: (3,7—(-3,7))/(5—(-5))=7,4/10=0,74

« Kos bus su Excel formule INT((213-158)*RAND()+158) generuojamy atsitiktiktiniy skai¢iy vidurkis ir dispersija?
Kokia yra tikimybé, kad $itaip sugeneruotas pavienis atsitiktinis skaicius bus ne mazesnis kaip 200?
Vadinasi, a=158, v=213. Tada vidurkis lygus (158+213)/2=185,5; dispersija lygi (213-158)%/12=252,0833
[ antra klausima galima atsakyti samprotaujant taip: kadangi g=v=213, 0 /=200, tai
Poo<=as<=213) = (213-200)/(213-158) = 13/55 = 0,2364

Gana pladiai zinoma speciali tolygiojo pasiskirstymo ,,realizacija“ yra intervale nuo 0 iki 1 tolygiai pasiskirstg
atsitiktiniai skaiciai, paprastai pateikiami vadinamosiomis atsitiktiniy skaiciy lentelémis. | juos panasis
kvaziatsitiktiniai (pseudoatsitiktiniai) skaiciai generuojami su Excel programine funkcija RAND(). Galimy
atsitiktinio skaiGiaus reik§miy intervalas $iuo atveju tgsiasi nuo 0 iki 1 (a=0; v=1), todél f{x)=1/1=1, F(x)=x/1=x. O
tokiy atsitiktiniy skaiciy ,,populiacijos® vidurkis lygus 1/2=0,5 bei dispersija lygi 1%/12=0,0833.

Grafiskai pavaizduotas tolygusis pasiskirstymas atrodyty taip:



Bendras atvejis Intervale [0; 1]

f(x) f(x)
1
1/(v-a)
0 p 7 0 1
F(x) F(x)
1
1/(v-a) |
0 — : 0
a A

Dar vienas pavyzdys i$ eksperimentinés fonetikos

Tiriamasis kalbos signalas kvantuojamas 25 kHz dazniu, kitaip tariant, kas 40 mikrosekundziy ([s) matuojama
momentiné jo amplitudés reik§meé. Signalas pasibaigia (nutriiksta) nepriklausomai nuo to, kada paskutinj karta buvo
matuotas, tad jo pabaigos tikimybé bet kuriuo §io intervalo momentu iSlieka vienoda. Reikia apskaic¢iuoti, kokia yra
tikimybé, kad signalas nutriiks nuo paskutiniojo matavimo pra¢jus ne daugiau kaip 15 ps.

Kadangi a=0, v=40, /=0 ir g=15, tai
P(0<=tarpsnis<=15) = (15-0)/(40-0)=15/40=0,375

»Gyvenimiskas“ pavyzdys

Tarkime, jog kokio nors marsruto troleibusas | stotelg atvaziuoja reguliariai kas 15 min. Vadinasi, atéjus | stotelg
nepriklausomai nuo troleibuso tvarkarascio, jo gali tekti laukti nuo 0 iki 15 min., ir bet kuri Siame intervale ,,telpanti*
»paviené* laukimo trukmé (pvz., 1 min., 9 min., 4 min. ir t.t.) tikétina vienodai. Reikia apskai¢iuoti tikimybe ,,laukimo
intervalui; tarkime, kokia yra tikimybé, kad troleibuso teks laukti nuo 7 iki 12 min.?

Sprendimas vél visiskai analogiskas:
a=0; v=15; f=7; g=12; todél
P(7<=taukimo trukme<=12) = (12-7)/15-0 = 5/15 = 0,333



