STATISTIKA FILOLOGAMS

7 paskaita

KITI PASISKIRSTYMALI, SUSIJE SU BERNULIO BANDYMAIS

1. Puasono proceso supratimas

Sikart kalba biity apie vadinamuosius retus atsitiktinius ivykius — tokius, kurie per stebéjimui pasirinkta laiko tarpa
(minutg, valanda, sekundg, diena, savaitg, metus ir pan.) ivyksta vidutini§kai keleta (mazdaug nuo 1 iki 10) karty. Tie kartai ir
yra stebimasis atsitiktinis dydis. Tikslas — nustatyti kiekvienos §io dydzio reik§més (teoriskai tos reik§més gali eiti nuo 0 iki
begalybés) tikétinumo masta, tikimybe. Si situacija ir jos teorinio modeliavimo biidas paprastai yra siejami su Deni Puasono
(Poisson, 1781-1840) vardu. Pabréztina, jog svarbiausias parametras ia yra ty atsitiktiniy jvykiy vidutinis intensyvumas, t.y.
ju pasirodymo per vienoki ar kitokj laiko tarpa (vieneta) vidutinis kiekis (vidurkis): $is vidutinis intensyvumas paprastai
zymimas A arba a. Jei tasai vidutinis intensyvumas (A) iSlieka stabilus, tai toki palyginti rety atsitiktiniy reiskiniy srauta jprasta
yra vadinti tiesiog Puasono procesu. Neblogi Puasono proceso pavyzdziai galéty biiti, sakysim, gaisrinés iSkvietimy skaicius
per pamaing (8 val.), eismo avarijy, ivykusiy kokiame nors regione per konkrety laiko tarpa, skai€ius, naujagimiy, gimusiy
kokioje nors apylinkéje per tam tikra laika (savaitg, ménesj ir pan.), skaicius ir t.t.: visy $iy atsitiktiniy dydziy pasiskirstymui
modeliuoti labiausiai tikty D. Puasono pasitilytas ,,mechanizmas®. O jo esm¢ tokia: jeigu yra zinomas kokio nors reto
atsitiktinio {vykio vidutinis intensyvumas (kitaip — pasirodymy per pasirinkta laiko tarpa skaicius) A, tai tikimybe, jog per ta
laika §is ivykis ivyks m karty, yra:

Am

Py =
m!

Cia m — ,riipimas® tiriamojo {vykio pasirodymy (per pasirinkta laika) skai¢ius; e = 2, 71828... (Neperio skaiius), 0 A,
kurj butina zinoti i§ anksto ir kuris kaip tik ir lemia kiekviena m atitinkancia tikimybeg, yra iSankstinis §io pasiskirstymo
parametras, lygus vidutiniam tiriamyjy jvykiy intensyvumui.

Pasiskirstymas (lentel¢), vaizduojantis galimas m reik§mes, nurodytu biidu apskaiciuotas jas atitinkancias tikimybes P,
bei pasiskirstymo funkcijos reikSmes F,, yra vadinamas Puasono pasiskirstymu.

Pavyzdys. Siuvant masina, sitilas nutriksta vidutiniskai 3,6 karto per valanda. Reikia sudaryti sitilo nutriikimy skai¢iaus
per val. (ji Zymésime iprastai : m) pasiskirstyma. Turétume:

m4g 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 >16
Pm q 0,0273 0,0984 0,1771 0,212§ 0,1912 0,1377 0,082¢ 0,0425 0,0191 0,007¢ 0,002§ 0,0009 0,0003 0,000} 0,000¢ 0,000 0,000Q 0,000
Fm 3 0,0273 0,1257 0,3027 0,5152 0,7064 0,8441 0,9267 0,969 0,9883 0,996( 0,9987 0,9994 0,9999 1,000 1,000q 1,000q 1,000q 1,0009

Grafinis to pasiskirstymo vaizdas pateiktas 1 pav. (¢ia kreivés Py 10Zio taskai pazenklinti rutuliukais, Fu) —
kvadrateéliais; Py reikSmes vaizduoja kairioji Y-y asis, F,) — deSinioji):

0,2500 1,0000
0,2000 )\ 0,8000
0,1500 ’/ 0,6000
0,1000 + / 0,4000
0,0500 / 0,2000

0,0000 i i i 0,0000
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 >16

1 pav. Puasono pasiskirstymas (A = 3,6)

Kalbininkui Puasono procesu (pasiskirstymu) tiesiogiai irgi labiausiai tikty modeliuoti kaip tik kalbésenoje, kalbos sraute
pasitaikancias palyginti retas atsitiktinybes: tarties ar kir¢iavimo klaidy, netinkamos zodziy vartosenos, skaitymo rikty,
kalbésenos ,,uzsikirtimy® ir pan. dalyky kiekius per pasirinkta laiko tarpa.

Pavyzdziai:

« Skaitydamas paskaita, lektorius per valanda vidutiniskai pavartoja 2,2 klausytojams nezinomos prasmeés posakius.
Reikia sudaryti jo vartojamy tokiy posakiy, pasakomy per val., kiekio pasiskirstyma.

« Diktorius, skaitydamas zinias, vidutini$kai kas 10 min. suklysta (susimai$o). Kokia yra tikimyb¢, kad per 30 min.
trukmés ziniy laida jis suklys ne daugiau kaip du kartus?

Savaime suprantama, jog, susidiirus su Puasono procesu, atskiras klausimas yra tinkamo laiko intervalo (t.y. to laiko
tarpsnio, per kurj ir fiksuojamas tyrinétoja dominanciy atsitiktiniy jvykiy skai¢ius) parinkimas. Siaipjau, Zifirint tiek
matematiknés statistikos teoriniy nuostaty, tiek ir skai¢iavimo patogumo (formulgje figliruoja laipsninés funkcijos!), ji reikéty



parinkti taip, kad vidutinis jam ,tenkanéiy” tiriamuyjy atsitiktiniy {vykiy kiekis (t.y. intensyvumas) nebuty didelis (geriausia —
kad A nevirSyty 10). Nors dirbant su $iuolaikiniais kompiuteriais bei programomis, skai¢iavimo patogumas nebéra
svarbiausias argumentas, $io reikalavimo vis viena dera laikytis.

Kartu pabréztina, kad biitina zitiréti kito itin svarbaus momento — intensyvumo stabilumo, vienos i§ paciy esmingujy
Puasono proceso salygu. Bet kita vertus — jo negalima ir absoliutinti: juk Puasono procesu ,,aprasomy™ atsitiktiniy ivykiy
intensyvumas beveik niekuomet nebiina visa, neribota laika vienodas, pastovus amzinai, o irgi kinta priklausomai nuo
konkrec¢iy aplinkybiy ir salygu (sakysim, vidutinis Zmoniy, per minutg icinanciy parduotuvén, kiekis keiciasi priklausomai nuo
paros meto). Galima buty sakyti, kad esmingi $iaipjau vienintelio ju parametro — intensyvumo (A) poky¢iai kaip tik ir
diferencijuoja Puasono procesus, daro juos ,,skirtingus®.

2. Platesnis Puasono pasiskirstymo taikymas. Binominio pasiskirstymo apibendrinimas maZoms
tikimybéms

,Grynas® Puasono procesas paprastai néra tiesiogiai siejamas su Bernulio bandymais. Bet reikia pridurti, kad jo esmg
sudaranti tikimybiy skai¢iavimo formulé, pateikta anksciau, gali bati ir kur kas placiau taikoma: ne tik laike vykstanciy, bet ir
ivairiomis kitomis situacijomis pasireiskianéiy (plg. gretimus pvz.) rety atsitiktiniy ivykiy tikétinumui apskaiciuoti.

Pavyzdziai:
Spaudai ruoSiama knyga. Viename jos lauzinio psl. vidutiniskai biina 2,74 korektiiros klaidy. Kokia yra tikimyb¢, jog
atsitiktinai paimtame $io lauzinio psl. korektiiros klaidy bus daugiau kaip 3?

Tarkime, jog tyrimais nustatyta, kad vidutiniskai vienas zmogus i§ 380-ties yra daltonikas. Miestelyje gyvena 4500
zmoniy. Kokia yra tikimybé, kad dél daltonizmo { vietos gydytoja kreipsis ne maziau kaip 10 zmoniy?

Be abejo, atsakyti | pvz. iSkeltus klausimus reikéty remiantis irgi Puasono pasiskirstymu: nors juose ir nekalbama apie
laike vykstancius procesus, vis délto pagrindinis ,,pirminis* duomuo bei, kartu, iSankstinis pasiskirstymo parametras ir ¢ia
iSlieka intensyvumas, vidutinis tiriamuyjy atitiktiniy reiskiniy kiekis, tenkantis pasirinktam mato ,,vienetui“ (klaidy — puslapiui,
susirgimy — tam tikram gyventojy skaiciui).

Grizkime prie Bernulio bandymu. Teoretikai teigia, kad binominio pasiskirstymo formulé, pateikta ankstsnéje paskaitoje,
nelabai tetinkanti ir tokiems Bernulio bandymy atvejams, kai tikimybés p (prisiminkime: p — ripimo atsitiktinio {vykio
tikimybé pavieniame bandyme!) reikSmé yra palyginti labai maza, o bandymy kiekis n — didelis. Tuomet vietoj binominio
rekomenduojamas taikyti vélgi Puasono pasiskirstymas. Tiktai tiriamojo atsitiktinio {vykio intensyvumas $iuo atveju nebiina i§
anksto nurodomas ,,grynu pavidalu®, todél yra apskaiciuojamas kaip tikimybés (pavieniame bandyme!) p ir atlikty bandymuy
skaiGiaus n sandauga: A = np. Neretai vietoj A Zymima a = np. Tod¢l tikimybés apskai¢iavimo formulé dabar atrodyty taip:

Ly ) a
o oy ™ | g arta, smint ap = &, P - g
m! !

Nataralu, jog tokiais atvejais aktualiai kalbéti apie Puasono procesq kaip ir nebeiseity: jis yra smarkiai modifikuotas,
faktiskai — i§virtes | Bernulio bandymy serija.

GrieZtos ,,ribos*, nurodancios, kuomet atsitiktiniams dydziams, i$plaukiantiems i§ Bernulio bandymuy, deréty taikyti
,klasikinj* binominj ir kuomet — Puasono pasiskirstyma, kaip ir néra. Bet kartais matematinés statistikos knygose pabréziama,
jog Puasono pasiskirstymas tinkas tuomet, kai sandauga np esanti mazené uz 10 (kitur gi ta riba nurodoma esanti lygi 4).
Galima turbiit manyti, jog kuo sandauga np mazesné, tuo labiau tinkas ir Puasono pasiskirstymas.

Lingvistinis pavyzdys:

Puasono pasiskirstymu galima biity modeliuoti labai ilgy, daugiau kaip 6 skiemenis turinciy zodziy kiekio
pasiskirstyma nemazos apimties tekstuose. Tokiy zodziy santykinis daznumas (ir — esama patikimo pamato spéti —
tikimybé) risliame tekste, remiantis preliminariais apskai¢iavimais, yra 0,0011 (plg. Kalbotyra, t. 41(1), p. 38).
Tarkime, jog turime teksta, kuriame i§ viso yra 2634 zodziai. Rupi apskaiciuoti, kokios yra teorinés tikimybés, kad
labai ilgy (ilgesniu nei Sesiaskiemeniai) Zodziy, jame nebus né vieno, bus vienas, du, trys, keturi ir t.t.

Isidémétina, kad Puasono pasiskirstymo atveju apie n ir p kaip skirtingus dydzius ar skirtingus parametrus aktualiai
nebekalbama: parametru ¢ia tampa vienas dydis a (arba A), lygus ju sandaugai.

Grizkime prie pavyzdZio apie labai ilgy Zodziy kieki tekste i§ 2634 zodziu. Cia parametras
A =a=np=2634*%0.0011=2,8974.

Tada Pagal Puasono pasiskirstymo formulg apskai¢iuotos tikimybés, atitinkancios labai ilgy zodziy kiekius, biity tokios,
kaip pavaizduota Sioje pasiskirstymo lenteléje:

Kiekis (m): 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |daugiau
Pmy:| 0,0552| 0,1598| 0,2316| 0,2236( 0,1620| 0,0939( 0,0453| 0,0188( 0,0068| 0,0022( 0,0006| 0,0002
Fmy:[ 0,0552| 0,2150| 0,4466| 0,6702| 0,8322( 0,9261| 0,9714( 0,9902| 0,9970( 0,9991| 0,9998( 1,0000

O 2 pav. pavaizduotas to paties pasiskirstymo grafikas (poligonas): x-sy aSyje atidétas labai ilgy zodziy kiekis tekste i§
2634 zodziy, o y-y asyje — ty kiekiy tikimybés. Kaip matome, ta tikimybé i§ pradziy gana sparciai auga, o véliau —
veélgi staigiai mazéja, ir teoriné tikimybé, kad ilgy zodziy tokiame tekste bus daugiau negu 10 (vadinasi, nuo 11 iki pat
2634), tampa labai maza, tik 0,0002. Tai nattiralu: kadangi labai ilgi zodziai yra ir labai reti (tikimybé, kad atsitiktinai
paimtas bet kuris teksto zodis bu labai ilgas, téra tik 0,0011), tai daug juy rasti tekste — néra ko tikétis.
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2 pav. Labai ilgy zodziy pasiskirstymas tekstuose i§ 2634 zodziy

SVARBU:

Pagal Puasono désnj pasiskirs¢iusio atsitiktinio dydzio ir vidurkis, ir dispersija taip pat yra lygiis sandaugai np,
vadinasi, tokie pat, kaip ir parametras A bei, tuo paciu, lygis tarpusavyje. Tai— svarbi $io pasiskirstymo ypatybe.
Todél jeigu eksperimenty metu gauty empiriniy (imties) duomeny, kuriy santykinis daznumas nedidelis (praktiskai
—mazesnis uz 0,1), vidurkis ir dispersija yra lygiis tarpusavyje bei sandaugai np (arba tesiskiria nezymiai), tai
teoriniam tokio pasiskirstymo modeliavimui greiciausiai tikty kaip tik Puasono pasiskirstymas.

Tikimybés P, bei pasiskirstymo funkcijos F,, reikSméms apskai¢iuoti Puasono pasiskirstymo atveju Excel'yje yra
numatyta speciali funkcija

POISSON(m; lambda; kumuliatyvumas)

Jos sintakse ir vartosena visiskai analogiSka ,,ankstesnés funkcijos BINOMDIST (m; n; p; kumuliatyvumas) sintaksei ir
vartosenai: tesiskiria tik parametrai. Taip pat visiSkai analogiSkos yra ir pasiskirstymo funkcijos F,, panaudojimo galimybés
tuomet, kai reikia nustatyti tikimybes, kad m nevirSys kokio nors ,,slenks¢io* k [P,<=p) = F(p], kad ji vir8ys [Pk = 1-Fp]
arba bus ne maZesnis uz tg slenkstj (P(,>-x =1-F4)); o taip pat — kad m reikSmé papuls i intervala nuo « iki b imtinai
[Plac=me=b) = F(v}-F(a-1)].

3. Puasono pasiskirstymo modifikacija: Cebanovo—Fukso pasiskirstymas

Filologams jdomi turéty bati palyginti maZai zinoma Puasono pasiskirstymo modifikacija, vadinama Cebanovo—Fukso
pasiskirstymu (Zr. Piotrovskij R. G. ir kt. Matematic¢eskaya lingvistika, Moskwa, 1977, p. 190-193). O idomi ji tuo, kad ¢ia
galimy m reik8miy skalé yra tarsi paslinkta per viena pozicija i desing; kitais zodziais tariant, Siuo pasiskirstymu yra
modeliuojamos situacijos, kuomet galimos m reik§més prasideda ne nuo nulio, bet nuo vieneto. Filologams tai aktualu, nes
didziuma lingvistiniy objekty paprastai biina sudaryti maziausiai bent jau i§ vieno kokio nors elemento — sakysim, zodis
batinai turi bent jau vieng skiemeni, sakinys negali biiti maZesnis, kaip vienas Zodis, skiemuo taip pat turi turéti bent viena
garsa (ar — raide) ir t.t. Tad Cebanovo—Fukso pasiskirstymas kaip tik ir leisty konstruoti tokio pobiidZio atsitiktiniy dydziy
pasiskirstymo teorinius modelius.

Analitiné Cebanovo—Fukso pasiskirstymo israidka (kitais Zodziais — formulé) panasi { Puasono pasiskirstymo i$raiska ir
konkreciai atrodyty taip:

[a-1p=h .
P gria-li

Lingvistinis pavyzdys, pailiustruojantis Cebanovo—Fukso pasiskirstymo pritaikyma, galéty bati vélgi Zzodziy ilgio
(skiemenimis) pasiskirstymas. I§ Kalbotyros 41(1) suzinome (zr. p. 38), kad risliuose lietuviskuose tekstuose zodziai pagal
skiemeny kiekj pasiskirstg taip, kaip pavaizduota tolesnés lentelés 1-3 stulpelivose (zodziy ilgio empirinis pasiskirstymas):

ml P*my | Fm | Pm [ Fm

1 2 3 4 5

0,0401(0,0401( 0,1513( 0,1513
0,3553( 0,3954( 0,2858( 0,4371
0,3594( 0,7548( 0,2698( 0,7069
0,1802( 0,9350( 0,1698( 0,8767
0,0527(0,9877( 0,0802( 0,9569
0,0111(0,9988( 0,0303( 0,9871
0,0010( 0,9999( 0,0095( 0,9967
0,0001( 1,0000( 0,0026 0,9992

O|IN|J]oOojla]|B~|W]IN]|E

Taip pat yra Zinomas (galimas apskaiiuoti) ir vidutinis zodzio ilgis (kuris atitikty A arba a): jis lygus 2,88822. Tad
remiantis juo galima pagal pateiktaja Cebanovo—Fukso pasiskirstymo formulg apskaiiuoti teorinj zodzio ilgiy pasiskirstyma
(t.y. Py bei F,,). Kitaip tariant, galima gauti teorinj (hipotetinj) to pasiskirstymo modeli, sukonstruota remiantis prielaida, jog



7odziy ilgis skiemenimis galbiit gali biiti pasiskirstes pagal Cebanovo—Fukso désni. Prielaidos pagristuma (tikétinuma)
ivertintume specialiais biidais (kriterijais) lygindami teorines tikimybes su atitinkamais santykiniais daznumais.

Daznis ir tikimybé

Zodiio ilgis

3 pav. Zodziy ilgio empirinis (daznis) ir teorinis (tikimybé) pasiskirstymai

Grafiskai tos pacios lentelés informacija pavaizduota greta pateiktu paveiksléliu. Jame istisine linija nubréztas santykinio
daznumo, o punktyrine linija — pagal Cebanovo—Fukso pasiskirstymo formule apskai¢iuotos teorinés tikimybés poligonas
(grafikas). Ar tas net ,,plika akimi® matomas ty dviejy grafiky skirtumas liudija ka tik suformuluotos prielaidos naudai, ar
nenaudai — kitas klausimas, kurio $i karta giliau dar nesvarstysime.

4. Geometrinis pasiskirstymas

Sis diskretusis pasiskirstymas priklauso vadinamajai neigiamy binominiy pasiskirstymu grupei (3eimai), kurie visi yra
susij¢ su Bernulio bandymais, taciau, lyginant su binominiu pasiskirstymu, bendroji ty bandymy schema ¢ia biina tartum
apversta aukstyn kojom*®, atvirkéia: Bernulio bandymai kartojami tol, kol norima karty kieki £ bus gautas tiriamasis
atsitiktinis {vykis, o bendras atlikty bandymy skaicius m ir yra jais modeliuojamas atsitiktinis dydis.

Geometriniu vadinamas bendro Bernulio bandymy kiekio (m) pasiskirstymas, kai tie bandymai kartojami tol, kol riipimas
atsitiktinis jvykis (pavieniame bandyme turintis tikimybe p) ivyksta viena (pirma) karta.
Geometriniam pasisirstymui biidingos $ios ypatybés:
* I8laikomos pagrindinés Bernulio bandymy salygos, t.y.

* jvykiy baigmés - binariskos
* jvykio baigmiy tikimybés (p — teigiamos baigmés, g=(1-p) — neigiamos) visa laika i§lieka pastovios
* bandymai nepriklausomi; vieno ju rezultatas niekaip neitakoja kito rezultato

* bandymai kartojami tol, kol gaunamas (pirma karta) teigiamas rezultatas; vadinasi k =1

* atlikty bandymy kiekis m bus atsitiktinis dydis ir turés geometrinj pasiskirstyma su parametru p.

* dydzio m teoriskai galimy reikSmiy aibé prasideda nuo 1 ir eina iki ,,plius begalybés*

Dydzio m galimy reikSmiy tikimybés yra:

P{m,p}:p (]_p)m-l

Dydzio m reikSmiu, pasiskirs¢iusiy pagal geometrini désni, pagrindiniai parametrai yra tokie:
teorinis vidurkis myy=1/p
dispersija D,,= (1-p) | p*
PavyzdZiai:
1. Saudoma i taikini; tikimybé pataikyti vienu 3iviu (p) yra, tarkim, 0.64. Saudoma tol, kol taikinys bus kliudytas.

I88auty stviy kiekis ir bus geometrinj pasiskirstyma turintis atsitiktinis (m), galintis jgauti bet kokia reikSme,
pradedant 1 (kai taikinys kliudomas pirmuoju §aviu). Jo pasiskirstymo lentelé:

m: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(m, p):| 0.64000| 0.23040( 0.08294| 0.02986| 0.01075| 0.00387| 0.00139| 0.00050( 0.00018( 0.00006| 0.00002| 0.00001
F(x):[ 0.64000( 0.87040( 0.95334( 0.98320( 0.99395( 0.99782| 0.99922| 0.99972| 0.99990| 0.99996| 0.99999| 1.00000

Taikiniui kliudyti reikalingy $tviy vidutinis kiekis (vidurkis) bus 1/0.64=1.5625;
dispersija D,=(1-0.64)/0.64* =0.8789.

2. Urnoje yra 15 balty rutuliuky ir 10 juody. Rutuliukai su grazinimu traukiami tol, kol papuls juodas; bendras traukimy
kiekis (skaicius) tad ir yra geometrinj pasiskirstyma (su parametru p=10/25=0.4) turintis atsitiktinis dydis (m), kurio
teoriskai galimos reikSmés yra 1, 2, 3, ... . Jo pasiskirstymo lentelé bty tokia:

|m:|l|2|3|4|5|6|7|8|9|10|11|12|>12|




P(m, p):]0.40000(0.24000{0.14400)0.08640(0.05184|0.03110|0.01866(0.01120|0.00672|0.00403(0.00242]0.00145(0.00218
F(x):10.40000(0.64000(0.78400|0.87040(0.92224(0.95334]0.97201|0.98320(0.98992]0.99395|0.99637(0.99782|1.00000

Vidutinis traukimy, reikalingy juodam rutuliukui iStraukti, skaicius (t.y. traukimy skaiciaus vidurkis) bus 1/0.4=2.5;
dispersija D,=(1-0.4)/0.4>=3.75.

Pastaba:

Gatavos funkcijos geometriskai pasiskirs¢iusio dydzio reiksmiy tikimybéms apskaiCiuoti Excel'is neturi: ta formulg tenka
,.uzsiprogramuoti“ paciam, pasitelkus laipsniams skaiciuoti skirta funkcija POWER(pagrindas; rodiklis). ,,Konstrukcija“,
apskaiCiuojanti m; reik§més tikimybe P(m;), galéty bati kad ir tokia:

=POWER((1-p_AbsAdr);(m; SantAdr-1))*p AbsAdr

¢ia p_AbsAdr — absoliutinis lastelés, kurioje laikoma p reik§mé, adresas
m;_SantAdr — santyKkinis lastelés, kurioje laikoma m; reik§mé, adresas

Literatiira apie geometrinj pasiskirstyma:
* Kruopis J. Matematiné statistika, 1977, p. 47.
* Ventcel E.S., Ovcarov L.A. Teorija verojatnostej i ee inzenernyje prilozenija, 1988, p. 146-150.



