STATISTIKA FILOLOGAMS

6 paskaita

Teoriniai diskretieji pasiskirstymai

1. Diskretaus teorinio pasiskirstymo supratimas. Bernulio bandymai

Teoriniu vadintinas toks kokio nors dydzio (ar kokio nors pozymio reikSmiy) pasiskirstymas, kuris néra ,,atskleidziamas*
i§ bandymu metu apdorojamos imties duomeny, bet yra isskaiciuojamas (sukonstruojamas) pagal zinomus, seniai atskleistus
atsitiktiniy dydziy désningumus. Tad tuo atzvilgiu teoriniai pasiskirstymai priklauso grynai abstraktybiy plotmei, bet
tikimybiniams bei statistiniams skai¢iavimams yra itin reikalingi.

Teoriniai pasiskirstymai, panasiai kaip ir empiriniai, irgi biina dvejopi — diskretieji ir tolydieji — zitirint kokio tipo
atsitiktinius dydzius jie modeliuoja (imituoja).

Diskretusis buty toks teorinis pasiskirstymas, kuris abstrak¢iu lygiu modeliuoja kokio nors diskretaus, dazniausiai —
sveikaisiais (o apskritai imant — baigtiniais) skaiciais iSreiSkiamo dydzio (pozymio) reikSmiy sklaida. Diskretieji teoriniai
pasiskirstymai daZniausiai konstruojami remiantis vadinamaisiais Bernulio bandymais (Jakobas Bernulis [Bernoulli; 1654—
1705] — $veicary matematikas, tikimybiy tyrin¢jimo pradininkas), kuriuose svarbu Sie momentai:

* Bandymo rezultatas (baigmé) - binariska: arba vienokia, arba kitokia, tegiama arba neigima, x arba ne-x.

» Bandymai nepriklausomi, t. y. vieno i$ ju reultatas tiesiogiai niekaip nepriklauso nuo kity bandymu
rezultato.

* Teigiamos bandymo baigmés tikimybé p visuose bandymuose islicka pastovi, nekinta. Jos dydis zinomas.

* Neigiamos bandymo baigmés tikimyb¢ irgi islieka pastovi, ji lygi (I-p).

Bernulio bandymy (Bernulio schemos) salygas gerai atitinka kapeikos métymas, rutuliuko traukimas su grazinimu i$
dvispalviy rutuliuky urnos, berniuko arba mergaités gimimas ir kiti panasiis realdis ar ,,dirbtiniai* atsitiktiniai ivykiai. Tik realiy
atsitiktiniy {vykiy atveju gana keblu biina patikrinti ir isitikinti, ar tikrai tikimybés visa laika iSlieka pastovios ir ar bandymy
rezultatai i$ tiesy nepriklauso vieni nuo kity.

2. Binominis (Bernulio) pasiskirstymas

Tarkime, jog Bernulio bandymas kartojamas tam tikra (fiksuota) kieki karty: ta kieki zymésime ». Taip pat zinome, kokia
yra tikimybeé, jog kiekvienas toks bandymas pasibaigs teigiamai; tos tikimybés dydi pazymésime p. I§ Bernulio bandymuy
salygu aisku, kad kiekvieno bandymo metu ta tikimyb¢ turi islikti vienoda, nepakitusi. Pavyzdziui, turime urng su 6 juodais ir
4 baltais rutuliukais. Teigiama bandymo baigme laikysime balto rutuliuko istraukima (vadinasi, neigiama — juodo). Tikimybé
iStraukti balta rutuliuka tokiu buidu yra 4/10=0.4, ir jeigu rutuliuka graziname atgal { urna, ji tokia pati i§lieka ir kity traukimy
metu. Traukimy rezultatai vienas nuo kito irgi nepriklauso. Traukiame rutuliuka, sakysim, dvylika karty. Tad p = 0,4; n = 12.

Dydziai p ir n, kuriuos reikia zinoti i§ anksto, yra vadinami Sio — binominio arba Bernulio — pasiskirstymo parametrais.

Aisku, kad traukiant rutuliuka 12 karty, bendras bandymy rezultatas — balto rutuliuko istraukimy kiekis gali labai
ivairuoti, nes jis — atsitiktinis dydis. Gali biiti net ir taip, jog balto rutuliuko per 12 traukimy neistrauksime né karto, gali biti,
jog ji istrauksime 1 karta, 2 kartus, 3 kartus ir t. t., pagaliau gali atsitikti ir taip, jog visus 12 karty bus istrauktas vien tik baltas
rutuliukas! $i mus dominantj atitiktini dydi — kiek karty per 12 bandymuy i$trauktas baltas rutuliukas — pazymékime m. I to,
kas sakyta, aikSu, jog m teoriskai gali igauti bet kuriq reikSmg nuo 0 iki 12. Taciau Sansai — nevienodi! Kad per 12 traukimy
balto rutuliuko neistrauksime né karo arba kad ji iStrauksime visus 12 karty — gana menkai tikétina.

Binorminio pasiskirstymo tikimybés

Jau seniai yra nustatyta, kaip galima teoriskai apskaiciuoti kickvienos i§ imanomy m reik§miy tikimybeg, sakysim,
apskaiciuoti, kokios yra teorinés tikimybés, kad per 12 bandymy balto rutuliuko neistrauksime né karto, kad ji i§trauksime kaip
tik viena karta, du kartus ir t. t. iki pat 12 karty imtinai. Sios tikimybés tiesiogiai priklauso nuo minétujy pasiskirstymo
parametry ir yra apskai¢iuojamos pagal tokia formulg:
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Cia n — atliekamy Bernulio bandymy bendras kiekis, p — teigiamos pavienio bandymo baigmés tikimybé, m — binomigkai
pasiskirstgs diskretusis atsitiktinis dydis, galintis igauti visas reik§mes nuo 0 iki .



Tokiu budu teoriskai suformuojamas atsitiktinio dydzio m (teigiamai pasibaigusio bandymy skaiciaus) pasiskirstymas:
nustatoma, kokias reikSmes jis gali igauti ir kokia yra kiekvienos i$ ty reikSmiy tikimybé. Realiy bandymy atlikti ne tik kad
nereikia, bet jie tiksliai tokiy paciy ty tikimybiy (tiksliau — santykiniy daznumy!) reikSmiy niekuomet ir neduoty, nes biity jau
praktinés, empirinés to pasiskirstymo realizacijos, jo ,.konkretlis atvejai‘.

Esant anks¢iau nurodytiems parametrams (n=12, p=0,4) dydzio m (teigiamai pasibaigusiy Bernulio bandymy kiekio i§ 12
atlikty bandymuy) pasiskirstymas biity toks:

m= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(m|12; 0,4)=]| 0,0022( 0,0174| 0,0639( 0,1419] 0,2128| 0,2270| 0,1766| 0,1009| 0,0420| 0,0125| 0,0025| 0,0003| 0,0000
F(m)=| 0,0022| 0,0196( 0,0834| 0,2253| 0,4382| 0,6652| 0,8418( 0,9427| 0,9847| 0,9972( 0,9997| 1,0000( 1,0000

Pavaizduotas poligonu, tas pats pasiskirstymas atrodyty taip:
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1 pav. Binominio pasiskirstymo (n=12, p=0.40) poligonas

Siuo atveju sakytume, jog mums riipintis atsitiktinis dydis m turi binomin{ pasiskirstyma arba yra pasiskirstes pagal
binominj (Bernulio) désni su parametrais n=12 ir p=0,4. Biitent tie parametrai lemia kiekvienos reik§més tikétinuma, jos
tikimybés dydi, tad belieka ji tik apskaiciuoti pagal nurodytaja formulg.

Dirbant su elektronine skai¢iuokle Excel, tiesiogiai taikyti minétosios formulés nereikia, nes ¢ia tam yra skirta
speciali Excel funkcija

BINOMDIST(m-reiksmeé; n-reik§mé; p-reik§mé; kumuliatyvumas)
Jos parametrai m-reikSmé, n-reikSmé ir p-reiksmé savaime suprantami, o paskutinis, ketvirtasis, parametras
kumuliatyvumas yra loginio tipo: kai jo reikSmé nurodoma FALSE, visa §i funkcija apskaic¢iuoja m atitinkancia
tikimybg, o kai TRUE - ta pacia m atitinkancia pasiskirstymo funkcijos [F(x)] reik§mg.

Pagrindinés charekteristikos

Dar reikia atsiminti, kad dydZio, pasiskirsciusio pagal binominj désnj su parametrais n ir p pagrindinés charakteristikos
yra tokios:
Myig.= np
s*=np(l-p),
vadinasi s = V52 = sqrt(np(1-p))

3. ,,Lingvistinis* binominio pasiskirstymo pritaikymo pavyzdys

I8 palyginti didelio zodziy kiekio (13869 Zodziy) yra nustatyta, kad dviskiemeniy zodziy santykinis daznumas
lietuviskuose tekstuose yra 37,01% (arba 0,3701; zr. Kalbotyra, t. 41(1), p. 39). Vadinasi, galima gana patikimai spéti, kad
mazdaug tokia yra ir tikimybé, kad bet kuris atsitiktinai i$ teksto paimtas zodis biisias dviskiemenis. Taisykliy, grieztai
apsprendzianciy, kad kokio nors ilgio (vadinasi, ir dviskiemeniy!) Zodziy pavartojimas tekste biity reglamentuojamas kity,
pries juos ar po ju einanciy zodziy, — irgi néra, tad galima daryti prielaida, kad pagrindinés Bernulio bandymy salygos
(tikimybés stabilumas ir jvykio baigmiy nepriklausomumas) Siuo atzvilgiu i§laikomos. Todél binominiu pasiskirstymu
galétume teoriskai modeliuoti labiausiai tikéting dviskiemeniy zodZiy kiekiy pasiskirstymq kokio nors fiksuoto ilgio teksto
atkarpose, sakysim, sakiniuose, sudarytuose i§ 6 zodziy (ar bet kokio kito tipo teksto fragmentuose, sudarytuose i$ bet kokio
kitokio fiksuoto zodziy kiekio).

Tarkime, mums riipi tik sakiniai, turintys po 6 zodzius. Tuomet mus dominancio teorinio dviskiemeniy zodziy kiekio
pasiskirstymo parametrabity: n=6 ir p=0,3701, o pats pasiskirstymas biity toks, koks pavaizduotas lentel¢je ir 2 pav.

Teorinis dviskiemeniy zodziy kiekio pasiskirstymas sakiniuose, sudarytuose i§ 6 zodziy
(lentel¢)

kiekis (m)= 0 1 2 3 4 5 6
P(m|6; 0,3701)= 0,0625| 0,2202| 0,3235| 0,2534( 0,1117| 0,0262| 0,0026
F(m)=[ 0,0625| 0,2827| 0,6061| 0,8595| 0,9712( 0,9974( 1,0000




Kiekis

2 pav. Teorinis dviskiemeniy zodziy kiekio pasiskirstymas
sakiniuose, sudarytuose i$ 6 zodziy (poligonas)

Pagrindinés Sio pasiskirstymo charakteristikos tada biity:

myg. =np =6x0,3701 = 2,2206
s = sqrt(np(I-p)) = sqrt (2,2206 x 0,6299) = 1,1827

Vadinasi, tarsi gauname pakankamai solidy atramos taska: remdamiesi tam tikromis iSankstinémis prielaidomis
apskaiciuojame, kokios yra tikimybés, kad sakinyje, sudarytame i§ 6 Zodziy, dviskiemenio zZodzio nebus né vieno, kad bus tik
vienas, bus jy du ir t. t.; kartu apskai¢iuojame, koks yra dviskiemeniy zodziy kiekio vidurkis §itokio ilgio sakiniuose ir koks —
standartinis (vidutinis kvadratinis) nuokrypis. Su tokiu teoriniu pasiskirstymo modeliu jau biity racionalu lyginti ir konkrec¢ius
empirinius duomenis. Tarkime, jog lingvistas suZzitiri visus $eSiazodzius kokio nors stambaus tiriamojo teksto sakinius ir
nustato, keliuose i$ ju dviskiemeniy Zodziy apskritai néra, keliuose — yra po viena, po du, po tris ir t.t. dviskiemenius zodzius,
o po to mégina atsakyti { klausima: ar empirinis dviskiemeniy zodziy kiekio pasiskirstymas tokiuose sakiniuose atitinka
analogiSko ,teorinio* atsitiktinio dydzio (kuri apskai¢iuotasis teorinis pasiskirstymas ir ,,reprezentuoja“) pasiskirstyma
tokiomis paciomis salygomis, ar ne. Lyginimo ,,instrumentas‘ yra speciallis statistiniai kriterijai (apie juos — véliau), o vienas
i§ lyginamyjy objekty, pasakytum, (pa)lyginimo ,,predikatas® (tai, su kuo empirinis pasiskirstymas lyginamas) ir yra aptartuoju
biidu randamas teorinis pasiskirstymas.

Atkreipkime démesj!

Pasinaudojant ,.tikimybiy algebra‘ i§ teorinio paiskirstymo duomeny tiesiog sumavimo biidu lengvai
galima apskaiciuoti bet kuriy mus dominanc¢iy bandymo baigéiy (misy atveju — dviskiemeniy zodZiy
kiekiy SeSiazodziuose sakiniuose) deriniy tikimybes. Pvz., tikimybé, kad SeSiazodziame sakinyje
dviskiemeniy zodziy bus:

* ne daugiau kaip 3 — yra lygi 0,0625+0,2202+0,3255+0,2534 = 0,8596

* nuo 2 iki 4 (imtinai) — yra lygi 0,3235+0,2534+0,1117 = 0,6886

* ne daugiau kaip 1 arba 4 ir daugiau — yra lygi 0,0625+0,2202+0,1117+ +0,0262+0,0026=0,4232
Panasiai apskai¢iuotume ir visy kity deriniy teorines tikimybes.

Bet tais atvejais, kai rlipi rasti iStisini m reik§miy intervalq atitinkanciy tikimybiy suma, galima
pasinaudoti ir pasiskirstymo funkcija. Jei to intervalo apating riba pazymésime a, o virSuting v, tai
tikimybé, jog binomiskai pasiskirstes dydis m igis bet kurig reik§mg nuo « iki v imtinai, yra:

Placomemyy = F(V)-F(a-1)

Sakysim, norédami i§ pateiktojo pavyzdzio nustatyti, kokia yra tikimybé, jog SeSiazodziuose sakiniuose
dviskiemeniy ZodZiy rasime nuo 3 iki 5 imtinai, galétume pasinaudoti kaip tik §ia ,,paprastesne* formule:

Pepyesy = F(5)-F(3-1) = F(5)-F(2) = 0,9974-0,6061=0,3913
Savaime aisku, jog ta pacia reikSme gautume ir susumavg atitinkamas tikimybes:
P3epe=sy = P(3)+P(4)+P(5) = 0,2534+0,1117+0,0262 = 0,3913

4. Binominio pasiskirstymo apibendrinimas dideliam bandymy kiekiui (Muavro—Laplaso teorema)

Kadangi tikimybiy apskai¢iavimo binominio pasiskirstymo atvejui formuléje figliruoja dydziy » ir m, o taip pat ir ju
skirtumo faktorialai [ n!, m! ir (n-m)!], tai sunkumy atsiranda tada, kai Sie dydziai tampa pakankamai dideli (net dalis
kalkuliatoriy neleidzia apskaiciuoti skaiciy, didesniy uz 63, faktorialo!). O praktiniame darbe neretai tenka modeliuoti
situacijas ir su dideliais, kur kas didesniais nei 63 bandymy kiekiais (kitaip tariant, » biina palyginti didelis skaicius, Simtai ar
net tikstanciai, o m — igyja reikSmes i$ intervalo [0, n]). Binominiy tikimybiy apskai¢iavimo uzdavinj tokiems atvejams yra
iSsprendg, rodos, nepriklausomai vienas nuo kito, Abrahamas Muavras (Moivre, 1667—1754) ir Pjeras Simonas Laplasas
(Laplace, 1749—-1827). Muavras rado biida apskai¢iuoti visoms m reikSmiy tikimybéms, kai p= 0,5, o Laplasas — kai p reik§meé



yra bet kokia, todél tas budas tikimybiy teorijoje ir matematingje statistikoje dazniausiai ir siejamas su abiejy $iy matematiky
vardais.

Vél — lingvistinis pavyzdys

Sakysim, yra zinoma, jog tam tikro Zanro prozos tekstuose i/gy (ilgesniy negu 17 zodziy) sakiniy daznumas (vadinasi,
gana patikimai galima spéti, jog — ir tikimybe p) yra 0,208 (plg. Kalbotyra, t. 43(1), p.23). Riipi apskaiciuoti, kokios
bty teorinés tikimybés, kad palyginti dideliuose tekstuose (tarkime, kuriuose i§ viso yra po 850 sakiniy) ,,ilgy*
sakiniy nebus né vieno, bus vienas, du, trys ir t. t., pagaliau — kad ju bus 848, 849 ir galiausiai — visi 850 sakiniy bus
vien tiktai ,,ilgi* (t.y. turés ne maziau kaip po 18 zodziy). Galima daryti $iaipjau pakankamai grubia prielaida, kad
visuose tuose teksty fragmentuose, turinciuose po 850 sakiniy, ,,ilgy* sakiniy tikimybés nesikeicia, visur islicka
vienodos, nors ,,tikro® mokslinio tyrimo interesais vis délto reikéty ta prielaida kaip nors patikrinti ar bent jau pagristi.
Paprasciau yra su antraja Bernulio bandymy salyga: gana akivaizdu, kad vieno sakinio ilgis tiesiogiai niekaip
nejtakoja kity — nei pries ji, nei po jo einanciy — sakiniy ilgio. Taciau skai¢iuodami be kompiurerio, anks¢iau pateikta
binominio pasiskirstymo formule praktiskai negalétume Siuo atveju pasinaudoti, nes skaiciavimai pagal ja pasidaryty
nei$pasakytai griozdiski.

Muavro ir Laplaso yra irodyta, jog kai n pakankamai didelis, m reik§mes atitinkancios tikimybés yra:
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Si formulé ,,baisi tik i§ pirmo #vilgsnio: i§ tikryjy ji remiasi jau Zinomais kintamaisiais 1, p ir m bei pora konstant.
Viena i§ ju yra visiems zinoma konstanta 1= 3,14159..., o kita i§ jy, konstanta e, vadinama Neperio skaiciumi ir yra apytikriai
lygi 2, 71828... (5i konstanta matematikoje irgi dazna, ji yra natiriniy logaritmy pagrindas). Jeigu dél paprastumo
pazymétume, pvz, jog m—np / sqQri(np(l-p))=x, tai ta pati formulé supaprastéty ir atrodyty taip:
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Antrasis dauginamasis Sioje iSraiSkoje yra tik dydZzio x (kuris priklauso nuo ty paciu n, p ir m) funkcija, ir tos funkcijos
reik§mes matematinés statistikos vadovéliai daznai pateikia specialiomis lentelémis, tad belicka jas ten tik susirasti, o su
kompiuteriu — néra jokiy problemy ir paskai¢iuoti jas ,.tiesiogiai“. Jeigu tos funkcijos reikSme¢ pazymétume f{x), tai ,,baisioji
formulé tapty ir visai ,,paprasta‘:

Py, =100 / sart(np(1-p))

Jei Sias formules pritaikytume ankséiau pateiktam pavyzdziui —,,ilgy“ sakiniy kiekiy tikimybéms tekste i§ 850 sakiniy —
tai iStising, neintervaluota pasiskirstymo lentelé uzimty net keliolika puslapiy, bet ,,ilgu sakiniy pavieniy kiekiy tikimybés
biity palyginti labai mazos. Tai ir nattiralu: kadangi ,,ilgu“ sakiniy kiekis tekste i§ 850 sakiniy bent jau teoriskai gali igauti bet
kuriq reik§mg nuo 0 iki 850, tai pilngjq elementariyju ivykiu erdve sudaro 851 jvykis, ir visy ju tikimybiy suma lygi vienetui
(vienoks koks nors ,,ilgu* sakiniy kiekis biitinai bus rastas). Kitaip tariant, ta vieneta dabar tenka ,,iSdalinti* net 851
elementariajam jvykiui, ir iSdalinti ne lygiomis dalimis, o tokiomis proporcijomis, kokios apskai¢iuojamos pagal pateiktasias
formules. Kadangi pasiskirstymo lentel¢ didelé, Cia pateikiamas tiktai jo grafikas (poligonas). Net ir i§ jo matyti, kad bent kiek
Zymiau besiskirianCias nuo nulio reik§mes tikimyb¢ P, pradeda igauti tik tada, kai m priartéja prie 140, ir vél nustoja — kai m
virsija 220. Didziausia reikSmg (0,033709) si tikimybé igauna, kai m=177. Pacioje pasiskirstymo lentelés pradzioje, kai m=0,
$i tikimybé yra neapsakomai maza, ir kompiuteris ja uzraso vadinamuoju ,,inzineriniu“ formatu: 1,13E-50. ,,Normaliai“ gi
uzraSytas $is skaiCius atrodyty taip:

0,0000000000000000000000000000000000000000000000000113.
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3 pav. ,,Ilgy” sakiniy pasiskirstymas teksty fragmentuose po 850 sakiniy (poligonas)



O kai m pasiekia 621, net ir Siuolaikinis kompiuteris gaunama tikimybés reikSme sutapatina su vadinamuoju masininiu
nuliu, kitaip sakant — nebeskiria nuo nulio (,,normaliu“ formatu rasant tokius skai¢ius po kablelio tekty rasyti gerokai daugiau
kaip 300 nuliy...). Atkreiptinas démesys i du specifinius $io pavyzdzio niuansus.

Pirma, didéjant bandymy kiekiui (miisy atveju — teksty apimciai), o tuo paciu — ir ilgejant galimy m reikSmiy
intervalui diskretusis pasiskirstymas vis labiau darosi panasus i tolyduji: zingsneliy (grafike — tiesiyju
lauztinés atkarpéliy) daugéja, ir bendra poligono forma glotnéja, tolydéja. Kuo ju daugiau, tuo daugiau
ir tolydumo, tuo maziau toksai diskretusis pasiskirstymas besisikiria nuo tolydziojo.

Antra, kuo daugiau bandymy ir teoriskai galimy m reikSmiy, tuo { daugiau daliy, tegu ir nelygiy, tenka
,»18dalinti“ biitinojo ivykio tikimybés reik§me — vieneta. Vadinasi, tuo paciu atitinkamai mazéja
atskiroms m reik§méms tenkanciy tikimybiy P, dydis (verté), o kai bandymy kiekis (ir — galiné m
reik§miy intervalo riba) artéja i begalybg, tu P, dydis artéja i 0. Tai — i§ pirmo Zvilgsnio keistas, bet
protu gana lengvai suvokiamas dalykas, su kuriuo aktualiai susidursime aptardami ,,tikruosius*
tolydziuosius pasiskirstymus.

(m,n)

Pasigilinus net ir | ¢ia pateikta pavyzdi nesunku suprasti, jog praktiskai retai kuomet reikia ar tikslinga btina teoriskai
modeliuoti visa (pilna) pasiskirstyma, ypa€ — tuomet, kai bandymuy skaicius didelis ir — tuo paciu — atskiry tikimybiu P,
reik§més mazos. Bene dazniau prisieina apskaiciuoti ,,sudétines* tikimybes, atitinkancias situacija, kai m papuola | vienoki ar
kitoki dél kokiy nors priezas¢iy ,.itarting™ reik§miy intervalgq. Griztant prie pavyzdZzio, nesunku biity, sakysim, isivaizduoti, jog
deél kokiy nors priezas¢iy pariipsta, kokia yra teoriné tikimybe, kad ,,ilgu* sakiniy kiekis 850 sakiniy tekste bus nuo 100 iki
150. Visi kiti galimi ,,ilgy* sakiniy kiekiai §iuo atveju tegu nertipi. Savaime suprantama, jog praktiniams reikalams tokias
,,sudétines® tikimybes néra keblu su kompiuteriu apskaiCiuoti ir tiesioginio sumavimo budu, ta¢iau daug logiskiau bity,
sakysim, dirbant su Excel'iu, pasinaudoti kaip tik pasiskirstymo funkcija: ja pakakty apskaiéiuoti tik dviems m reik§méms: 150
ir 99. Tad:

P100<m=-150 = F(150)-F(100-1) = F(150)~F(99) = 0,0120—1,55E-12 = 0, 0120



